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Matematica

PORCENTAGEM

E a razdo entre um determinado nimero e
100.

EXEMPLO 1

25% significa 25 em cada 100.
Na forma fracionaria : 25/100 que simplifi-

cando da 1/4 € 1/4 na forma decimal ¢ 0,25.

Assim, saiba que:

PERCENTAGEM | FRACIONARIA | DECIMAL
50% 50/100=1/2 0,5
25% 25/100=1/4 0,25
75% 75/100 = 3/4 0,75
20% 20/100=1/5 0,2
10% 10/100=1/10 0,1

|EXEMPLO 2|

A) Passe para a forma decimal e fracionaria:

1)30%
2) 80%

3)45%
4) 5%

B) Passe para a forma percentual e fracionaria:

1) 0,4 4) 0,02

2) 0,65 5)0,015

3)0,125 6)0,75
|EXEMPLO 3 |

Emuma mistura, colocamos 4 partes de areia
e 1 parte de cimento. Podemos dizer que a propor-
¢do de cimento da mistura a de:
Uma parte sobre um total de cinco partes da
mistura ou seja, 1/5.

E na forma PERCENTUAL, a percentagem
de cimento na mistura ¢ 1/5=20/100 ou 20%.

Podemos também afirmar que a porcenta-
gemdaareia € .....ooceeeevveeeiieeiie e, .
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| EXEMPLO 4
Qual o percentual do bolo que corresponde ax ?

Bolo 1

Bolo2

Problemas a serem resolvidos mentalmente

Sao aqueles que envolvem 10%, 25%, 50%,
etc...

Determine:

A) Os 10% de |850] [47] [12,5](tira um zero ou
corre a virgula e casa para a esquerda).

B) Os 50% de 500 | Iﬂmetade).

C)0s 25% de 200 ] (quarta parte)

D) Os 5% de [40 |(calculamos os 10% e dividi-
mos por 2)

E) Os 75% de (calculamos a 1/4 parte e
multiplicamos por 3)

PORCENTAGEM QUALQUER

Fazemos uma regra de trés direta ou pas-
samos da forma fracionaria para a forma decimal e
dai para a porcentagem e vice-versa.

EXEMPLO 1 |

De 70 tiros dados por um cagador , 42 atin-
giram o alvo. Qual a porcentagem do acerto?

SOLUCAO:
22— 0,6 = 60%
70
ou
70 100%
42 X
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EXEMPLO 2
Determinar 7% de 250.
250 100% _7x250_
X 7% 100
REGRADO BALCONISTA

(Todo o bom vendedor SABE!)

E aquela que com uma tnica conta chega

diretamente ao novo nimero.

ACRESCIMO (Direto)
100 + it jt = percentagem de acréscimo
100 oudesconto
20% sobre X [100% sobre P $% sobre X
100+20=12[100+100=2 [100+5 =105
100 100 100
1,2X 2P 1,05 X

Numero que multiplica X ¢ maior que 1 =

Acréscimo sobre X
DESCONTO (Direto)
100 - it 10% sobre X 100-10=0,9
100 100

Multiplicar por 0,9 equivale a um desconto de

10%
40% sobre N 92% sobre K
100-40=06 100 - 92 = ¢ 08
100 100
0,6 N 0,08 K

Numero que multiplica X é menor que 1 =Des-

conto sobre X

Um circulo A tem area 1,25 vezes maior que
um circulo B. Podemos dizer que o circulo A € 25%
maior que o circulo B.

CUIDADO: o circulo B nao é 25% menor que
ocirculoA!

Veja: A proporcao €
CIRCULOA _ 125_ | 55
CIRCULOB 100

Circulo A ¢ 1,25 vezes B, o acréscimo é de
25% sobre B ou 25% maior que B.

Mas CIRCULOB _ 100 _
CIRCULOA 125

O circulo B € 0,8 vezes o circulo A. Portanto
o tamanho do circulo B € o tamanho do circulo A
descontado de 20%. B ¢ 20% menor do que A.

Um preco P sofre um desconto de 22%. Pode-
mos dizer que o novo preco é:

a) 78P

b) 122P

c)P-22

d) 0,22P

e) 0,78P

Se um numero x ¢ multiplicado por 1,3 e um
numeroy ¢ multiplicado por 0,6 podemos afirmar
que:

x sofreu um acréscimo de 30%

y sofreu um desconto de 40%

Confira pela Regra do Balconista.

Atencdo

Acréscimo de 100% b o valor fica 2 vezes
maior.

Acréscimo de 200% b o valor fica 3 vezes
maior.

Acréscimo de 300% b o valor fica 4 vezes
maior.

Prof, José dos Santos Moreira
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PORCENTAGEM

01. Identifique a porcentagem de acréscimo ou des-
conto sobre X:

a)l,12.x= b) 0,74.x =
c) 1,08.x = d) 0,08.x =
e) 1,005.x = ) 0,85.x =
g) l4x= h) 0,6.x =

02. 20% elevado ao quadrado ¢ igual a:
a) 40% b) 400%
¢) 4% d) 0,4%

03. Um quadrado de lado [, tem area A. Se aumen-
tarmos de 20% o comprimento do lado /, suaarea
passara a ser:
a) 20A
d) 4A

b)1,2A  c)400A

e) 1,44A

04. Um quadrado de lado [tem érea A. Se aumentar-
mos 10% o comprimento de cada lado, a nova
drea aumentara:

a) 40% b) 20%
d) 10%

¢) 21%
e) 100%

05.Qual o nimero que diminuido de seus 40% vale
720?

06. Qual a quantia que aumentada de 20% produz
4807

07. Aproveitando uma promogao que concedia 27%
de desconto para o pagamento a vista de um
produto, paguei $ 5986. Qual o preco original?

08.Sobre uma fatura de $ 5800, se concede o abati-
mento de $ 145. Qual a porcentagem do abati-
mento?

09.Uma fatura sofreu um abatimento de 5% e produ-
ziuo liquido de $25.555. De quanto era a fatura?

10. Em uma firma 25% sdo contratados e os 180
funcionarios restantes sdo efetivos. Qual o total
de funcionarios da firma?

11. Misturam-se 30 litros de alcool com 20 litros de
gasolina. Qual a porcentagem de gasolina na

mistura?

12. De um total de 60 questdes, Carlos acertou 42.
Qual a porcentagem de erro?
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13. Umoperario A reboca 12m*eseuservigo ¢ 1/4 maior
do que seu colega B. Quanto reboca B?
a) 16 m? b) 15 m? c) 8 m?
d) 9m? e) 9,6 m?

14. Um operario A constréi 12 m? de muro e seu
colega B constrdi 1/4 a menos do que A. Quanto
constréi B?
a) 3/4 m? b) 9 m? c)8m? d)9,6m?

15. Se o salario de Pedro é 3/4 do salario de Jodo,
podemos afirmar que:

a) O salario de Jodo ¢ 25% maior que o de Pedro.

b) O salério de Jodo ¢ 75% maior que o de Pedro.

¢) O salario de Pedro ¢ 75% maior que o de Jodo.

d) O salario de Jodo € 33 ¥3 % maior que o de
Pedro.

e) O salario de Jodo ¢ 1/4 maior que o de Pedro.

16. Se arazdo entre o valor bruto e liquido de certo
salario ¢ de 6/5. O valor descontado representa
que frac@o do salario liquido?
a) 1/5 b)1/6 ¢)2/5 d)2/6 e)5/6

17. A razio entre o salario liquido e bruto do Dr.
Carlos ¢ 5/8. O valor descontado representa que
fracdo do salario liquido?
a) 3/8 b) 1/4 c)2/5 d)3/5 e)1/3

18. Trés operarios tem seus salarios relacionados da
seguinte forma:

A ganha 20% a mais que B e C ganha 30% a
mais do que A. Se juntos ganham $ 13.912, o
salario de A, B e C ¢ respectivamente:

a) $3760,$4512, $5865,60

b) $4512,$3760, $5865,60

) $3700, $4440, $5772

d) $4440, $3700, $5772

e) $3600, $3000, $4680

19. Quatro operarios tem seus salarios relacionados
da seguinte forma: Carlos ganha 12% a mais que
Jodo. Antonio ganha 20% a mais que Carlos e
Paulo ganha 10% a menos que Carlos. Se juntos
ganham §$ 22.360, qual o salario de cada um?

20. Ao afirmarmos que um produto A ¢ 25% mais
caro que um produto B, podemos afirmar:
a) B ¢ 25% mais barato que A.
b) B é 1/4 mais barato que A.
c) A € 1/5 mais caro que B.
d) B ¢ 20% mais barato que A.
e) A ¢ 20% mais caro que B.
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21. Uma mercadoria é majorada em 40%. Um

cliente, alegando ter vindo no dia anterior, ¢
beneficiado com um desconto de 30% sobre o
novo prego. Entdo, em relagdo ao prego do dia
anterior, o comerciante ainda obteve:

a) lucro de 10% b) prejuizo de 30%

¢) lucro de 40% d) lucro de 8%

e) prejuizo de 2%

22. A razio entre o valor previsto e o valor arrecada-

do em um evento ¢ 1,25. Podemos afirmar que:

a) A arrecadagdo ultrapassou a previsdo e 25%.

b) A arrecadagdo ultrapassou a previsao e 2,5%.

¢) A arrecadagdo foi 25% inferior a previsao.

d) A arrecadagdo foi 20% a menos que o previs-
to.

e) A arrecadacao foi 0,25% menor que a previ-
sdo.

23. A razdo entre despesa ¢ receita de um evento

¢ 0,8. Podemos afirmar que:

a) Houve lucro de 25% em relagdo a despesa.
b) Houve prejuizo de 20% em relagdo a receita.
c¢) Houve lucro de 20% em relagdo a despesa.
d) Houve prejuizo de 25% em relagdo a receita.
e) Houve lucro de 80%.

24. O salario de Jodo ¢ 40% do salario de Margarida.

Podemos afirmar que:

a) O salario de Margarida € 60% maior que o de
Jodo.

b) O salario de Margarida ¢ 2/3 maior que o de
Jodo.

¢) O salario de Margarida ¢ 150% maior que o de
Jodo.

d) O salario do Jodo ¢ 2/3 do salario de Margari-
da.

e) O salario de Margarida ¢ 3/2 do salario de
Jodo.

25. A quanto correspondem 2 acréscimos sucessivos

de 10% e 20%?

26. A quanto correspondem 2 descontos sucessivos

de 20% e 30%?

27. Cristina comprou um produto e obteve desconto

de 30%, pagando $ 588. Qual era o preco
original?

28. Teresa compra um produto ganhando um descon-

to de 20% e mais 5% sobre o preco ja desconta-
do. Se pagou $ 1216, qual o preco original?

29. Em abril, um produto custa X. Em maio sofre um

acréscimo de 25%. No entanto, no “Dia das
Maes”, sofre uma promogao especial com des-
conto de 10%. Se uma pessoa paga no “Dia das
Maies”, $ 23.625, podemos afirmar que o prego
em abril era de :

a) $ 19.490 d) $20.000
b) $20.790 e) $21.000
¢)$ 17.180

30. Um preco ¢ majorado de $ 1200 para $ 1416. Qual

a porcentagem de acréscimo?

31. Uma mercadoria tem seu preco P, aumentado em

60%. Para que a mercadoria volte a custar P,
deve-se descontar do novo prego:
a) 30% b) 37,5%

d) 60%

c) 40%
e) 62,5%

32. O disco abaixo esta dividido em cinco setores

circulares. Os nimeros no interior dos setores
indicam a medida da area em c¢cm? de cada um
deles.

Em relagdo a area total do disco, as areas do
maior e do menor setor circular correspon-dem,
respectivamente a:
a) 60% e 10%

¢) 62,5% ¢ 3,75%
e) 66% e 10%

b) 37,5% ¢ 6,25%
d) 60% e 6%

(GABARITO )
01. A) Acréscimo de 12%
B) Desconto de 26%
C) Acréscimo de 8%
D) Desconto de 92%
E) Acréscimo de 0,5%
02. C 03. E 04. C 05. 1200
06. 400 07.$ 8200 08.2,5%  09.$ 26900
10. 240 11. 40%  12.30% 13. E
14. B 15. D 16. A 17. D
18. D 19. Jodo =$ 5000 Carlos = $ 5600
Antonio = $ 6720 Paulo =$ 5040
20. D 21. E 22.D 23. A
24. C 25.32%  26.44%  27.$ 840
28.8$ 1600 29.E ( $21000) 30. 18%
31.B 32.B
. J

Prof, José dos Santos Moreira
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LUCRO E PREJUIZO

PV>PC

Lucro (Exemplo 20%)

1. LUCRO SOBRE O PRECO DE CUSTO

PC =100%
PV =120%

2. LUCRO SOBRE O PRECO DE VENDA

PV =100%
PC =80%
PV <PC

Prejuizo (Exemplo 15%)

1. PREJUIZO SOBRE O PRECO DE CUSTO

PC =100%
PV =85%

2. PREJUIZO SOBRE O PRECO DE VENDA

PV =100%
PC=115%
EXEMPLOS BASICOS

1A. Uma mercadoria foi vendida por $ 52, com
lucro de 30%, sobre o PC. Qual o prego do
custo?

1B. Uma mercadoria foi vendida com lucro de
20% sobre o PV. Se foi comprada por $ 40,
qual o PV?

2A. Uma mercadoria foi vendida por $ 54, com
prejuizo de 10% sobre o PC. Qual o PC?

2B. Uma mercadoria foi vendida com prejuizo de
20% sobre o PV. Se o PC ¢ $ 60, qual o PV?

Prof. José dos Santos Moreira

Problemas de Lucro, Prejuizo e Impostos

01. Uma mercadoria foi vendida por $432 com lucro
de 20% sobre o preco de custo. Qual o preco de
custo?

02. Uma mercadoria foi vendida com lucro de 30%
sobre o prego de venda. Se foi comprada por $56,
qual o PV?

03. Uma mercadoria foi vendido por $480 com o
prejuizo de 25% sobre o PC. Qual o prego de
custo?

04. Um produto foi vendo com prejuizo de 12% sobre
o preco de venda. Se o PC ¢ $1344, qual ¢ 0 PV?

05. Um comerciante compra uma mercadoria por X.
Se ele a vende com um lucro de 25% sobre o PC,
podemos afirmar que o preco de venda é:

a) 25X d)1,25X
b) 125X €)2,5X
¢)0,25X

06. O prego de venda de uma mercadoria ¢ PV.
Porém na promocao, ha um desconto de 15%. O

comprador pagara:

a) 15PV d) 85PV
b) 1,15PV e) 0,85PV
¢) 0,15PV

07.Umamercadoria foi vendidapor $ 83.776 comum
lucro de 12% sobre o prego de custo. Qual o PC?

08. Uma mercadoria foi vendida com o prejuizo de
9% sobre 0 PV. Se o preco de custo é $4905, qual
o PV?

09. Um produto foi vendido com lucro de 40% sobre
o PV. Se foi comprado por $840, qual o preco de
venda?

10. Um produto foi vendido por $ 68.875 com prejuizo
de 5% sobre o PC. Qual o PC?

(GABARITO )
01. $ 360 02. $ 80 03. $ 640

04. $ 1200 05.D 06.E

07.$ 74800  08.$ 4500 09. $ 1400
10. $ 72500 y
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JUROS SIMPLES

Os Juros Simples se caracterizam por render sempre em cima do Capital Inicial.

Conceitos

( C.i.t C.i.t
- M- C=2:"°"
! 100 [ ¢ 100 ]
[(M=C.() | C > 100%
- ‘ g { I=2>i0t%
ACRESCIMO de de acordo com
o "BALCONISTA" As unidades do @ devem estar padronizadas

(PROBLEMAS PROPOSTOS EM AULA)

01. Determine os juros e o montante de um capital de $ 2000 aplicado a uma taxa simples de 5% a.més,
durante 6 meses.

~N
CAPITAL | JUROS | MONTANTE

( [ Comentdarios ]

- J

10 Prof. José dos Santos Moreira
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02. Determine os juros e o montante de um capital de $ 120.000, aplicado a uma taxa simples de
13/39% a.ano. durante /g ano.

( N

- J

03. Determine os juros e o montante de um capital de $ 72.000 aplicado a uma taxa simples de 5% a.ano
durante 100 dias.
4 )

- J

04. Determine o capital que aplicado a uma taxa simples de 6% a.més, durante 9 meses, atinge o montante
de $ 12705.

( N

\\ J

05. Um capital de $ 60.000 ¢ aplicado em um Banco A, durante 4 meses a juros simples de 5% a.més.
Ap6s esse tempo, pega-se 0 MONTANTE e aplica-se em um Banco B a juros simples de 6% a.més
durante 5 meses.

Determine:

A) Montante

B) Qual deveria ser a taxa paga pelo Banco A para que o capital atingisse 0 mesmo montante final,
aplicado os 9 meses a juros simples no Banco A?

e N
Gabarito
\M=93600 ¢ i=6,22%a.m )

Prof. José dos Santos Moreira 11
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PROBLEMAS DE JUROS

01. Determine os juros e o montante de um capital de

$8000 aplicado sob forma de juros simples a um 14. Dispomos de um capital de %500000 aplicados

taxa de 6% ao més, durante 4 meses:

02. Determine o capital que aplicado a 4,5% a.a. ren-
de em 6 meses $5400 de juros.

03. Qual a taxa de aplicagdo a juros simples de um
capital de $12000 que em 5 meses rendeu $2100
de juros?

04. Achar o tempo que permaneceu aplicado um ca-
pital de $15000, sabendo que rendeu $3000 de ju-
ros a uma taxa de 6% ao meés.

(A) 3 meses e 10 dias (B) 3 meses e 3 dias
(C) 20 meses (D) 2 meses
(E) 3,2 meses

05. Qual o capital que aplicado a 5% a.a. durante 6
meses, produz o montante de $6970?

06.Qual o capital que aplicado a taxa de 7% ao més
produz o montante de $5070 em 8 meses de juros
simples?

07.Determine o capital que aplicado a taxa de 7%
a.a. produz o montante de $3070 apos 4 meses:

08. Determine o montante produzido por um capital
de $5000 aplicado a 8% a.a. durante 3 meses.

09. Qual o capital que aplicado a 10% a.a. durante 2
anos produz o montante de $3096?

10.Qual a taxa de aplicacdo de um de um capital de
$36000 que rende $1620, em 18 meses?

11. O capital que investido hoje a juros simples de 12%
a.a., se elevara a $1296 no fim de 8 meses, ¢ de:
(A)$ 1100 (B) $1000 (C)$1392
(D) $1200 (E) $1399,68

12. Quanto se deve aplicar a 12% ao més para que
obtenha os mesmos juros simples que os produzi-
dos por $400 000 emprestados a 15% ao més, du-
rante o mesmo periodo?

(A) $420000  (B) $450 000
(D) $520 000

(C) $480 000
(E) $500 000

13. Um capital C foi aplicado a 5% a.a. durante 4 anos.
Qual a taxa que deve ter um capital de 2C para
render os mesmos juros simples em 6 anos e 3
meses?

12

15.

16.

17.

18.

19.

a uma taxa de 20% ao més sob a forma de juros

simples. Imaginemos 3 situagdes independentes:

(A) Apos n meses o titular da conta retirou a
quantia de (n x $120000) e observou que o
saldo que ficou atingiu a 80% do capital ini-
cial. Podemos afirmar que o valor de n é:

(B) Apds k meses o titular retirou (k x $80000)
e verificou que o saldo deixado atingiu a 120%
do capital inicial. Qual o valor de k?

(C) Apo6s m meses o titular retirou (m x $40000)
e verificou que o saldo que ficou atingiu 220%
do capital inicial. Calcule m?

Em quanto tempo um capital aplicado a taxa de
1,25% ao més rende 3/8 de si mesmo?

Ha 4 anos atras, um capital de $200000 foi apli-
cado a taxa de 20%a.a. Se aplicarmos hoje um
capital de $240000 a taxa de 25% a.a. apds
quantos anos, a contar de agora, os dois capitais
terdo produzido juros iguais? E apds quantos anos
os dois montantes serdo iguais?

Um capital é aplicado a juros simples. Esse capi-
tal, com juros correspondentes a 3 meses eleva-
se ao montante de $§ 24.780. O mesmo capital
com juros correspondentes a 7 meses eleva-se a
$29.820. Determine o capital e a taxa anual.

Um capital de $50000 ¢ aplicado a uma taxa de
10% ao més durante 3 meses. Entdo, retira-se
tudo e reaplica-se o montante em outro banco a
uma taxa de 12% ao més durante 4 meses. Qual
o montante no final da operagao? De quanto de-
veria ser a taxa para que o capital atingisse o
mesmo montante rendendo juros simples duran-
te os 7 meses no mesmo banco?

Um certo capital foi aplicado a juros simples.
Depois de 10 meses, o extrato de conta revela
um montante X. 6 meses depois de observar o
extrato pela primeira vez, tira-se novo extrato e
verifica-se que o montante aumentou 10% em
relag@o ao primeiro extrato. Se o segundo extra-
to, apos 16 meses do deposito inicial, revela um
montante de $66000, determine:

(A) o montante X:

(B) o capital inicial:

(C) a taxa de aplicacdo:

Prof. José dos Santos Moreira
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Matematica

Um certo capital ¢ aplicado a uma taxa de 5%
ao més durante 6 meses, rendendo juros simples.
Entdo, retira-se tudo e aplica-se todo o montante
em outro banco a uma taxa de 6% ao més duran-
te 6 meses. Se, no final desses 12 meses o mon-
tante obtido foi de $76908, determine o capital
inicial.

Um certo capital é aplicado a uma taxa de juros
simples de 8% a.a. durante 3 anos. Depois disso
pega-se o capital e os juros e aplica-se tudo em
outro banco durante 2 anos a uma taxa simples
de 12,5% a.a. Se no final dos 5 anos o montante
ascende a $31000, determine:

(A) o capital inicial:

(B) qual teria sido a taxa de juros simples para
que esse mesmo capital rendesse a mesma
coisa nesses 5 anos estando sempre no mes-
mo banco?

Um capital ¢ aplicado durante 6 meses a uma
taxa de 10% a.m. e a partir dai recebe 20% ao
més durante 2 meses, sobre 0 mesmo capital ini-
cial. A taxa média mensal de aplicagdo durante
os 8 meses ¢ de:

(A) 15% (B) 12,5% (©) 10%
(D) 15,5% (E) 16%
(TTN/85) Um capital de Cr$ 14.400 aplicado a

22% ao ano rendeu CR$ 880 de juros. Durante
quanto tempo esteve empregado?

(A) 3 meses e 3 dias (B) 3 meses ¢ 8 dias
(C) 2 meses ¢ 28 dias (D) 3 meses e 10 dias
(E) 27 dias

(TTN/92) Quanto de deve aplicar a 12% ao més,
para que se obtenha os mesmos juros simples que
os produzidos por Cr$ 400.000,00 emprestados a
15% ao més, durante o mesmo periodo?

(A) Cr$420.000,00 (B) Cr$ 450.000,00
(C) Cr$ 480.000,00 (D) Cr$ 520.000,00
(E) Cr$ 500.000,00

(TTN/92) Trés capitais sao colocados a juros sim-

ples: o primeiro a 25%a.a., durante 4 anos; o se-
gundo a 24%a.a., durante 3 anos e 6 meses ¢ 0
terceiro a 20%a.a., durante 2 anos e¢ 4 meses.
Juntos renderam um juro de Cr$ 27.591,80. Sa-
bendo que o segundo capital € o dobro do primei-
ro e que o terceiro € o triplo do segundo, o valor
do terceiro capital ¢ de:

(A) Cr$30.210,00 (B) Cr$ 10.070,00
(C) Cr$ 15.105,00 (D) Cr$ 20.140,00
(E) Cr$5.035,00

Prof. José dos Santos Moreira

26.(TTN/94) Mario aplicou suas economias, a juros
simples comerciais, em um banco, a juros de 15%
ao ano, durante 2 anos. Findo o prazo reaplicou o
montante e mais R$ 2.000,00 de suas novas eco-
nomias, por mais 4 anos, a taxa de 20% ao ano,
sob mesmo regime de capitalizagdo. Admitindo-
se que os juros das 3 aplicacdes somaram RS$
18.216,00, o capital inicial da primeira aplicacdo
era de R$?
(A) 11.200,00 (B) 13.200,00 (C)13.500,00
(D) 12.700,00  (E) 12.400,00

27.(AFTN/85) Jodo colocou metade de seu capital
a juros simples pelo prazo de 6 meses e o restan-
te, nas mesmas condigdes, pelo periodo de 4 me-
ses. Sabendo-se que, ao final das aplicagdes, os
montantes eram de Cr$ 147.000 e Cr$ 108.000,
respectivamente, o capital inicial do capitalista era
de:
(A) Cr$ 50.000 (B) Cr$ 60.000
(C) Cr$ 70.000 (D) Cr$ 80.000
(E) Cr$ 200.000

28. Um capital de $200.000 ¢ aplicado durante certo
tempo a juros simples de 4% a.més. ApoOs esse
tempo o capital passa a ser remunerado a uma
taxa simples de 5% a.més, durante 5 meses. No
fim desse tempo o montante atinge $298.000.
Quanto tempo o capital esteve aplicado?

A) 10 meses B) 9 meses ¢ 24 dias
C)11 meses D) 6 meses
E)4 meses e 24 dias

6abarit0 h
01.J=1.920 M =9.920 02.$240.000
03.3,5% ao més 04. A 05. $6.800
06. $3.250 07. $3.000 08. $5.100
09. $2.580 10. 0,25% ao més
11. D 12. E 13.1,6% a.a.

14. A)n=5 meses B) k=5 meses C) m=10 meses
15. 30 meses

16. Juros iguais em 8 anos;
Montantes= em 6 anos

17. C=21.000 i=6% a.més

18. M =96.200 1=13,2% a.m.

19. A) M X =60.000 B) C=50.000
C)i=2% a.més

20. $43.500
21. A) C=20.000 B)i=11%a.a.
22.B 23.D 24. E 25. A
26 E 27.B 28. C
- J
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Matemética =

| SERIE DE CAPITAIS A JUROS SIMPLES |

1 Uma pessoa tem que pagar 10 parcelas no valor de $1.000 cada uma e que vencem todos os dias cinco dos
proximos 10 meses.Todavia, ela combina com o credor um pagamento inico equivalente, no dia 5 do
décimo més e assim quitar a divida.Calcule este pagamento considerando juros simples de 4% a.m¢s.
A) 11800
B)12006
C)12200
D) 12800
E) 13486

SOLUCAO 1* Parcela

] ]
I
7 8 9 10 MESES

NN

N~ N~ > > o o o > »

A 1% parcela atrasou 9 meses. Sobre ela incidira 36% de juros (9meses de 4% a juros simples).

Seu valor sera| 1000 . 1,36
A 2% parcela atrasou 8 meses. Seu valor sera (1000 . 1,32

A 3* parcela pagara 7 meses de juros a 4% a.més.|1000 . 1,28

E assim sucessivamente.
A 107 parcela sera paga na data combinada. Portanto ndo tera incidéncia de juros.

Seu valor sera de {1000
Assim, pagando na data 10 temos:
[ 1000 |+ [1000.1,04 | + [1000.1,08 |+ [1000.1,12 |+ [1000.1,16 |+

(10? parcela) (9* parcela) (8" parcela) (7* parcela) (6" parcela)
1000.1,20 | + [1000.1,24 | + [1000.1,28 | + [1000.1,32 |+ [1000.1,36 |
(5% parcela) (4* parcela) (3% parcela) (2 parcela) (1* parcela)

Ora, estamos diante de uma PA
[ 1000 [1000.1,04 | + [1000.1,08 |+ [1000.1,12 |+ [1000.1,16 |+

al az 8,3 a4 as

[000.1,20] + [1000.124 | + [1000.1,28 | + [1000.132 |+ [1000.1,36 =

a'6 a'7 aS a9 10

SN

A formula da SOMA DOS TERMOS da PA ¢:

+
SN=(a‘2a“).N

SN=(1000; 1360) 10

SN=11800

14 Prof. José dos Santos Moreira
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Mas podemos resolver fazendo o ACRESCIMO MEDIO

[ ACRESCIMO MEDIO —-ACRESCIMO MAXIMO ]

2

4% .9
2

ACRESCIMO MEDIO = 18%

ACRESCIMO MEDIO =

Assim a soma das 10 parcelas de $ 1000 tera um acréscimo médio de 18%

10.000.1.18=$ 11.800

( PROBLEMAS PROPOSTOS )

02. Uma pessoa faz 9 depoésitos mensais de $4000. O banco paga juros simples de 5% a.més. O valor

acumulado imediatamente ap6s o 9° deposito € de:

7

\.

N\

J

03. Quanto devemos depositar mensalmente para que imediatamente apds 6 depositos mensais € iguais em
um aplicagdo que paga juros simples de 3%a.més, se obtenha um montante de $ 64.500

Gabarito

01.11.800 02.43.200

03.10.000

Prof. José dos Santos Moreira
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JUROS COMPOSTOS

Sio ACRESCIMOS SUCESSIVOS.
Os rendimentos ou JUROS séo calculados sobre o MONTANTE obtido no final de cada PERIODO.

CONCEITOS

[PRAZO DE APLICACAO] E o tempo total que o CAPITAL fica aplicado.

(PERIODO DE CAPITALIZACAO) E o tempo no qual o CAPITAL fica aplicado como se
fosse JUROS SIMPLES.

Ao finalizar esse PERIODO, o montante obtido serve como REFERENCIA para o calculo dos juros
no proximo periodo. Sendo essa REFERENCIA constante durante todo o periodo considerado, podemos
dizer que em CADA PERIODO o capital rende JUROS SIMPLES. Os juros compostos se caracterizam
justamente pela TROCA DESSE REFERENCIAL a cada NOVO PERIODO.

Portanto, os JUROS COMPOSTOS sio uma SUCESSAO de JUROS SIMPLES. Quando
o PERIODO de CAPITALIZACAO tende a ZERO, a CAPITALIZACAO ¢ chamada
INSTANTANEA ¢ 0 MONTANTE ¢ calculado pela expressio

M=C.et e = nimero de Euler = 2,7182...

RESUMO |

M=C.( N

fAcréscimo (na forma do “BALCONISTA”) ocorrido em 1
PERIODO DE CAPITALIZACAO como se fosse JUROS SIMPLES.

N = PRAZO DE APLICACAO Ambos na mesma
PERIODO DE CAPITALIZACAO Unidade

Seja um capital de $ 100.000, aplicado a uma TAXA NOMINAL de 60% a.ano. pelo prazo de 1 ano.

CAPITALIZACAO MENSAL CAPITALIZACAO BIMESTRAL

\. J
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CAPITALIZACAO CAPITALIZACAO

CAPITALIZACAO
QUADRIMESTRAL SEMESTRAL

TRIMESTRAL

( z4x4 NoMINAL )
E a taxa que é usada como REFERENCIA. Ela aceita “PROPORCIONALIDADE”.

(74X4 EFETIVA )

No momento em que “muda o referencial” para célculo de juros, a taxa passa a ser EFETIVA, pois

significa que ocorreu uma CAPITALIZACAO (acréscimos sucessivos).

CONCLUSOES

PARA UMA MESMA TAXA NOMINAL e
MESMO PRAZO DE APLICACAO ¢ correto afirmar:

1° Quanto maior o numero de capitalizagdes, maior ¢ a taxa efetiva.
2° Quanto maior a FREQUENCIA das capitalizagdes, maior é a taxa efetiva.

3° Quanto maior o PERIODO das CAPITALIZACOES MENOR é a taxa efetiva.

4° Quanto maior a PERIODICIDADE das CAPITALIZACOES, maior é a taxa efetiva.

Prof. José dos Santos Moreira 17
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( PROBLEMAS DE JUROS COMPOSTOS )

01. Um capital de $200.000 ¢ aplicado a uma taxa de
2% ao més da seguinte forma:
(A) capitalizacdo mensal durante 3 meses
(B) capitalizacao bimestral durante 8 meses
(C) capitaliza¢do quadrimestral durante 1 ano
(D) capitalizacdo semestral durante 3 anos
Determine 0 MONTANTE no final de cada apli-
cacao e os respectivos JUROS:

02. Um capital de $60.000 ¢ aplicado a uma taxa de
20% a. m. das seguintes formas:
(A) capitalizagdo mensal durante 2 meses
(B) capitalizagdo trimestral durante 1 semestre
Determine o montante no final de cada aplicagao:

03. Qual o capital que aplicado a uma taxa de 40% a.a.
durante 18 meses, com capitalizagdo semestral, atin-
ge 0 montante de $51.840?

04. Quanto tempo permaneceu aplicado um capital de
$25.000 a taxa de 2% a.m. com capitaliza¢do quadri-
mestral para ter atingido o montante de $29.160?
Obs.: Como ndo ha tabela financeira, faga teste
das opcdes.

05. Qual a taxa de aplicacdo de um capital de $50.000
que foi aplicado durante 8 meses com capitalizagao
quadrimestral e atingiu 0 montante de $72.000?

06. Qual o tempo que esteve aplicado um capital de $12.000
aplicado a 50% a. m., com capitalizagdo bimestral sa-
bendo-se que atinge o montante de $96.000?

07. Qual o nimero de anos necessarios para que um
capital colocado a juros compostos a taxa de 50%
a.a. atinja 225% de seu valor inicial?

08. Qual o tempo necessario para que um capital colo-
cado a juros compostos de 100% a.a. sofra um
acréscimo de 700%? (Capitalizacdo anual)

09. Um capital de $2.000 ¢ aplicado a uma taxa de
50% a. m. durante certo tempo e atinge o montante
de $162.000. Sabendo-se que a capitalizagdo ¢
quadrimestral, determine o tempo da aplicagao.

10.Qual a taxa de aplica¢do de um capital de $3.000
que aplicado durante 18 meses com capitaliza-
¢do semestral, atinge o montante de $81.000?

Gabarito
0I. MONTANTE 02. A)S$86.400 06. 6 meses
A) $212.241,60 B) 153.600 07. 2 anos
B) $233.971,71 03. C=1%$30.000 08. 3 anos
C) $251.942,40 04. 8 meses 09. 16 meses
D) $394.764,54 05. 5% ao més 10.  400% a.a. (nominal)

800% a.a. (efetiva)

18
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TAXA EFETIVA

( )N =TAXA EFETIVA

Na forma de ACRESCIMO do “BALCONISTA”

A taxa EFETIVA ¢ aquela que resulta d¢ CAPITALIZACOES SUCESSIVAS

[ NAO ACEITA PROPORCIONALIDADE]

[ CRESCE EXPONENCIALMENTE ]

Determine a taxa nominal anual correspondente a uma taxa efetiva de 44% a.semestre com capitalizacao
TRIMESTRAL

SOLUCAO
Em um semestre ha 2 capitaliza¢des trimestrais.
Portanto (x)?=1,44
x=V 1,44

x=1,2 & Interpretacio 20% ao trimestre

Ora, a taxa encontrada no parénteses (sem estar exponencializado) ¢ uma taxa nominal.
Isto significa que aceita PROPORCIONALIDADE.
Assim, 20% ao trimestre

N2

40% ao semestre (nominal)
N2

80% ao ano (nominal)
OBS: A taxa EFETIVA ANUAL seria
(1,44y ou (1,2)*
\ 4 capitalizagdes trimestrais

2 capitalizacdes efetivas semestrais

(12)*=2,0736  ou  (1,447=2,0736

' ( INTERPRETACAO ) ~

TRADUCAO: 207,36% do CAPITAL
2,0736C
CONCLUSAO: TAXA EFETIVA 107,36% em 1 ano

O DINHEIRO “CRESCEU” 107,36% em 1 ano!

\.
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(' PROBLEMAS PROPOSTOS )

01. Determine a taxa nominal anual correspondente a uma taxa efetiva de 46,41%a.ano, com capitaliza¢ao
TRIMESTRAL

e \

02. Determine a taxa nominal anual correspondente a uma taxa efetiva de 10,25% ao quadrimestre com

capitalizacao bimestral.
Calcule também a taxa EFETIVA anual.

e N

\. J

03. Determine a taxa nominal anual correspondente a uma taxa efetiva de 60%a.a. com CAPITALIZACAO
MENSAL. Considere  \716 =1,04

e \

04. Determine a taxa nominal anual correspondente auma taxa efetiva de 200% em 9 meses, com capitalizagao

mensal.
Considere 3" = 1,13

\.

Gabarito
01.40%a.a(nominal) 02. taxanominal anual = 30%a.a
taxa efetiva anual = 34%a.a
03. 48% a.a nominal 04. 156% a.anominal
taxa efetiva anual = 333,45%a.a )

20 Prof. José dos Santos Moreira
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| TAXAS EQUIVALENTES |

Sao aquelas que “POR CAMINHOS DIFERENTES” produzem CRESCIMENTOS
EFETIVOS IGUAIS, em PRAZOS IGUALIS, para qualquer capital.

01/_WMM1

Co |7 Y Y Y Y Y Y Y Y Y | M

Lembre que:

M=C.()* 5 ()\=%
E que ( )¥ = TAXA EFETIVA

Entdio %= TAXA EFETIVA
N

Na forma de ACRESCIMO do “Balconista”.
Portanto as taxas sao equivalentes se, para PRAZOS IGUALIS, temos:

M1 =My

XN = (Xp)N? ou
X1) (X2) c, T

N\'/_\'/_\'/\‘

Exemplo
Considere 2 capitais aplicados a prazos iguais.
10.000 16.000
CAPITAL “p” acréscimos sucessivos MONTANTE

25.000 |7~ Y Y Y Y VY Y Y Y Y| 40.000

CAPITAL “q” acréscimos sucessivos MONTANTE

Conclusao:

OBS: E evidente que, capitais iguais, aplicados no mesmo prazo, que chegarem ao
MESMO MONTANTE, tem MESMO CRESCIMENTO EFETIVO.

\. J
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EQUIVALENCIA ENTRE TAXAS NOMINAIS

S6 serdo equivalentes quando (Xl)N] = (Xz)Nz para mesmos prazos de aplicagao.

Uma taxa nominal de 42% a.ano com capitalizagdo semestral, em 1 ano de aplicagdo, ¢ EQUIVA-
LENTE a uma taxa nominal anual de 40%a.ano com capitalizagao trimestral NO MESMO PRAZO.

e N

SOLUCAO
(1,21 = (1,1)*
= =
1,4641 1,4641
EFETIVO EFETIVO

As taxas EFETIVAS sdo iguais no prazo dado.

(' PROBLEMA PROPOSTO )

Determine a taxa nominal MENSAL que para aplica¢des pelo prazo de 9 meses e capitalizagdo mensal €
EQUIVALENTE a uma taxa nominal de 52% a.semestre com capitalizacdo trimestral em 9 meses.
Dados: Considere (1,26)°=2 ¢  \/2=1,08

e N

Gabarito: 8%a.més. Crescimento efetivo em 9 meses: 100%

EQUIVALENCIA ENTRE TAXAS EFETIVAS

Quando falamos de TAXAS EFETIVAS nao ¢ necessario deixar explicito o PRAZO DE APLICA-
CAO. O importante é que se diga simplesmente que ¢ no MESMO PRAZO, qualquer que ele seja.

No entanto, basta comparar ambas as taxas no prazo indicado pela TAXA que tenha o MAIOR
PERIODO DE CAPITALIZACAO.

Uma taxa efetiva de 4%a.més ¢ EQUIVALENTE a uma taxa efetiva de 60%a.ano

SOLUCAO

(1,04)* 0 1,6 prazo de 1 ano.

Mas elas também sdo equivalentes em outros PRAZOS. Tomemos, por exemplo,
o prazo de 1 SEMESTRE.

\. J
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Uma taxa efetiva de 4%a.més, rende em 6 meses

(1,04)°=1,2653 [Aproximadamente 26,5% ao semestre efetivo ]

Ja uma taxa EFETIVA de 60%a.ano, cresce em 1 semestre o seguinte:
Em 1 ano ha 2 semestres
x)*=1,6
x=V1,6
x [11,2649

[ CONCLUSAO: Aproximadamente 26.5% ao semestre ]

(' PROBLEMAS PROPOSTOS )

01. Determine a taxa mensal EQUIVALENTE a 12%a.ano

02. Determine a taxa efetiva mensal equivalente a 0,194% ao dia.

1
03. Qual a taxa diaria equivalente a 3%a.més? Considere (1,03) 50 = 1,000986
OBS: considerar também més com 22 dias uteis. Nesse caso, 1,03 elevadona 1/22 ¢ 1,001344

04. Qual a taxa diaria equivalente a 12%a.ano. Considere (1,12)1/360 =1,0003
CONSIDERAR TAMBEM ANO COM 252 DIAS UTEIS. CONSIDERAR 1,12 elevadona 1/252=1,0004498

05. A taxa de 18%a.ano equivale em 120 dias a:

[ soLuCAo
( W)IZO BN [(1’18)1/360 ]120

(1,18)120360 g SY(1,18)120 S 1,05672

Interpretagio: }
5,67% em 120 dias ]

\. J

06. Determine a taxa para 576 dias equivalente a 5%a.m¢s.

[ Gabarito ]
01. 0,948%a.més 02. 5,99%a.més 03.0,0986%a.dia
04.0,03%a.dia 05.5,67% em 120 dias 06.155,17%

Prof. José dos Santos Moreira 23
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TAXA REAL E APARENTE

/ Aumento Nominal

100 + X = GANHO REAL
100 +Y A N, forma do “BALCONISTA”,

Aumento da inflacdo

ou
, _» X Todas as informacodes
ACRESCIMO NOMINAL ;= GANHO REAL devem estar como
= 4 ACRESCIMO  do
AUMENTO DA INFLACAO “BALCONISTA”.

Exemplo

Considere a questao do (Banco Central/94 — superior).
Um investimento rendeu 68% em um més no qual a inflacdo foi de 40%. O ganho real neste més foi de:

A) 20%
B) 22%
C) 24%
D) 26%
E) 28%

(' PROBLEMAS PROPOSTOS )

01. (CEB-Contador-Superior-IDR-94)
Se uma aplicacdo rendeu 38% em um més, e nesse periodo, a inflagdo foi de 20%, a taxa real de juros foi de:

A) 14%
B) 15%
C) 16%
D) 17%
E) 18%

02. Um capital foi aplicado a 5%a.més, a juros compostos, durante 3 meses. Nesse periodo a inflagdo foi de

24

2%a.més.

A) 12%
B) 9,08%
C) 8,44%
D) 11.5%
E) 10%

Prof. José dos Santos Moreira
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03. (TCU) Uma financeira pretende ganhar 12%a.ano de juros reais em cada financiamento. Supondo que

04.

a inflacdo anual seja de 2300%, a financeira, a titulo de taxa de juros nominal anual, devera cobrar:

A) 2358%
B) 2858%
C) 2888%
D) 2588%
E) 2688%

(CESPE/UnB-TCDF/FCE/95) - A renda nacional de um pais cresceu 110% em um ano, em termos
nominais. Nesse mesmo periodo, a taxa de inflagao foi de 100%. O crescimento da renda real foi entao
de:

a) 5%
b) 10%
) 15%
d) 105%
e) 110%

05. (AFTN) Um capital de $100.000 foi depositado por um prazo de 4 trimestres a taxa de juros de 10% ao

Gabarito

trimestre, com corre¢do monetaria trimestral igual a inflagdo. Admitamos que as a taxas de inflagdo
trimestrais observadas foram de 10%, 15%, 20% e 25% respectivamente. A disponibilidade do
depositante ao final do terceiro trimestre ¢ de aproximadamente:

A)$ 123065
B)$ 153065
C) $202050
D) $ 212045
E) $ 202045

01.B
02.B
03.D
04. A
05.E

Prof. José dos Santos Moreira 25
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PERDA SALARIAL

O aumento nominal de um salério foi de 20% enquanto, no mesmo periodo, a inflacdo foi de 50%.
Qual a perda salarial?

INFLACAO x DESVALORIZACAO DA MOEDA

Consideremos uma inflagdo de 25% em ¢ meses

0 t meses

[ 9
SALARO 100 SALARO 100

0 t meses

[ 9
CESTA 100 GESTA 125
BASCA BASCA

Qual a DESVALORIZACAO da moeda?

p

PRINCIPALIS CASOS

4 N\ 4 60% N\

37.5%
DESVALORIZACAO

MOEDA

\_ 4 \_ 4

4 N 4 N\

33%
Nz

\\§ J \_ J

4 N\ 4 N\

\\§ J \§ J
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Testes

. (CEB-Contador- Superior-IDR-94) - A aplica-

¢do de R$ 5.000,00 a taxa de juros compostos de
20% a.m. ira gerar, ap6s 4 meses, o montante de:

a) R$ 10.358,00
b)R$ 10.368,00
c)R$ 10.378,00
d)R$ 10.388,00

(Metro-Técnico em Contabilidade -2°G -IDR-94)
- Um investidor aplicou a quantia de R$ 20.000,00
a taxa de juros compostos de 10% a.m. Que mon-
tante este capital ire gerar apos 3 meses?

a) R$ 26.420,00
b) RS 26.520,00
¢) R$ 26.620,00
d) R$ 26.720,00

03. (Metro-Assistente Administrativo- 2°G- IDR94)

04.

0s.

- Um capital de US$ 2.000,00, aplicado a taxa
racional composta de 5% a.m., em 1 ano produz
um montante de quantos dolares? Dado: (1,05)!*=
1,79586.

a) US$ 3.291,72
b) US$3.391,72
¢) US$ 3.491,72
d) US$3.591,72

(ESAF) - A aplicagdo de um capital de Cz$
10.000,00, no regime de juros compostos, pelo
periodo de trés meses, a uma taxa de 10% ao
meés, resulta, no final do terceiro més, num mon-
tante acumulado:

a) de Cz$ 3.000,00;

b) de Cz$ 13.000,00;

¢) inferior a Cz$ 13.000,00;

d) superior a Cz$ 13.000,00;

¢) menor do que aquele que seria obtido pelo re-
gime de juros simples.

(ESAF) - Se um capital cresce sucessiva e cu-
mulativamente durante 3 anos, na base de 10%
ao ano, seu montante final e:

a) 30% superior ao capital inicial;

b) 130% do valor do capital inicial;

¢) aproximadamente 150% do capital inicial;
d) aproximadamente 133% do capital inicial.

Prof. José dos Santos Moreira

06. (TCDF-Analista de Finangas e Controle

Externo-Superior-IDR/94) - Um investidor apli-
cou a quantia de CR$ 100.000,00 a taxa de juros
compostos de 10% a.m. Que montante este ca-
pital ire gerar apos 4 meses?

a) CR$ 140.410,00
b) CR$ 142.410,00
c) CR$ 144.410,00
d) CR$ 146.410,00

07. (CEB-Contador- Superior-IDR-94) - A cader-

neta de poupanga remunera seus aplicadores a
taxa nominal de 6% a.a., capitalizada mensalmen-
te no regime de juros compostos. Qual e o valor
do juro obtido pelo capital de R$ 80.000,00 du-
rante 2 meses?

a) R$ 801,00
b) R$ 802,00
¢) R$ 803,00
d) R$ 804,00

08. (TCDF-Analista de Finangas ¢ Controle

Externo-Superior-IDR/94) - No Brasil, as cader-
netas de poupanca pagam, alem da corregao
monetaria, juros compostos a taxa nominal de 6%
a.a., com capitalizacdo mensal. A taxa efetiva
bimestral e entdo de:

a) 1,00025% a.b.
b) 1,0025 % a.b.
c¢) 1,025% a.b.
d) 1,25 % a.b.

09. (Banco Central/94-Superior) - A taxa de 30%

ao trimestre, com capitalizagdo mensal,
corresponde a uma taxa efetiva bimestral de:

a) 20%
b) 21 %
c) 22%
d) 23%
e) 24%
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10.

11.

12.

13.

28

(ESAF) - Se, para um mesmo capital, aplicado
durante qualquer periodo de tempo maior do que
Zero e a uma certa taxa, chamarmos:

M 1 -Montante calculado no regime de juros sim-
ples;

M2 - Montante calculado no regime de juros com-
postos pela convengado exponencial;

M3 -Montante calculado no regime de juros com-
postos pela convencao linear.

Teremos:

a) M3 > M1 para qualquer t > 0;

b) M3 = M1 para qualquer 0 <t <1;

¢) M3 < M2 para qualquer t > 0, desde que nao
seja inteiro;

d) M3 < M2 quando ¢ ¢ inteiro;

e)M2 > M1 para qualquer t > 0.

(AFTN/85) - Uma pessoa aplicou Cr$ 10.000 a
juros compostos de 15% a.a., pelo prazo de 3
anos ¢ 8 meses. Admitindo-se a convencgao line-

ar, o montante da aplicag@o ao final do prazo era
de: Obs.: (1,15)*=1,5209

a) Cr$ 16.590
d) Cr$ 16.705
b) Cr$ 16.602
e) Cr$ .16.730
¢) Cr$ 16.698

(AFTN/91) - Uma aplicagdo e realizada no dia
primeiro de um més, rendendo uma taxa de 1 %
ao dia util, com capitalizacdo didria. Consideran-
do que o referido més possui 18 dias tteis, no fim
do més o montante sera o capital inicial aplicado
mais:

2) 20,324%
b) 19,6147%
¢) 19,196%

d) 18,174%
e) 18%

(AFC-ESAF/93) - Um titulo de valor inicial CR$
1.000,00 vencivel em um ano com capitalizacao
mensal a uma taxa de juros de 10% ao més, de-
vera ser resgatado um més antes do seu venci-
mento. Qual o desconto comercial simples a mes-
ma taxa de 10% ao més?

a) CR$ 313,84
b) CR$ 285,31
¢) CR$ 281,26
d) CR$ 259,37
¢) CR$ 251,81

14. (AFC-TCU/92) - Um certo tipo de aplicagdo

duplica o valor da aplicagdo a cada dois meses.
Essa aplicacao rendera 700% de juros em:

d) 5 meses;
e) 3 meses.

a) 5 meses e meio;
b) 6 meses;
¢) 3 meses e meio;

15. (AFTN/96) - A taxa de 40% ao bimestre, com

capitalizagdo mensal, ¢ equivalente a uma taxa
trimestral de:

a) 60,0% d) 72,8%
b) 66,6% e) 84,4%
c) 68,9%

16. (AFTN/96) - Uma empresa aplica $ 300 a taxa

de juros compostos de 4% ao més por 10 meses.
A taxa que mais se aproxima da taxa proporcio-
nal mensal dessa operagao é:

a) 4,60% d) 5,20%
b) 4,40% e) 4,80%
¢) 5,00%

17. (CESPE/UnB - TCDF/AFCE/95) - Para que se

obtenha R$ 242,00, ao final de seis meses, a uma
taxa de juros de 40% a. a., capitalizados trimes-
tralmente, deve-se investir, hoje, a quantia de:

a)R$ 171,43 d) R$ 200,00
b)R$ 172,86 ¢) R$ 220,00
¢) R$ 190,00

18. (CESPE/UnB - TCDF/AFCE/95) - Determina-

da quantia e investida a taxa de juros compostos
de 20% a.a., capitalizados trimestralmente. Para
que tal quantia seja duplicada, deve-se esperar:

a) ﬁgs—trimestres;
log 1,05

) 10;01% trimestres;

c) E&trimestres;
log 1,2

d) 10itrirnestres;
log 1,2

log20
log 1,2

2

trimestres.

e)
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19. (CESPE/UnB - TCU/AFCE/96) - Acerca das
taxas utilizadas em juros compostos, julgue os itens
a seguir.

(1) Capitalizagdo composta ¢ aquela em que a
taxa de juros incide sempre sobre o valor ob-
tido pela soma do capital inicial e dos juros
acumulados até o periodo anterior.

(2) Duas taxas referentes a periodos distintos de
capitalizagdo sao equivalentes, quando produ-
zem o0 mesmo montante no final de determi-
nado periodo de tempo, pela aplicacdo de um
mesmo capital inicial.

(3) Quanto maior o numero de capitalizagdes,
maior e a taxa efetiva.

(4) Para uma mesma taxa nominal, pagamentos
de menor periodicidade implicam uma taxa
efetiva mais elevada.

(5) A taxa efetiva de 21 % ao ano corresponde a
taxa nominal anual de 20%, capitalizadas se-
mestralmente.

20. (TCU-AFCE/92) - Deseja-se comprar um bem
que custa X cruzeiros, mas dispde-se apenas de
1/3 desse valor. A quantia disponivel €, entdo,
aplicada em um Fundo de Aplicagdes Financei-
ras, a taxa mensal de 26 % , enquanto que o bem
sofre mensalmente um reajuste de 20%. Consi-
dere as aproximacdes: log 3 = 0,48; log 105 =
2,021 ;10g 0,54 =-0,27.

Assinale a opgao correta.

a) Ao final do primeiro ano de aplicagdo, o bem
podera ser adquirido com o montante obtido.

b) O numero n de meses necessarios pare o in-
vestimento alcancar o valor do bem ¢ dado
pela formula:
X/3+n0,26 X/3=X+n0,2X.

¢) O niamero minimo de meses de aplicagdo ne-
cessarios a aquisi¢ao do bem sera 23.

d) Decorridos 10 meses, o montante da aplica-
¢do sera 40% do valor do bem naquele mo-

21.

(CESPE/UnB - Senado Federal/96) - Acerca de
uma aplicagdo realizada na mesma data e refe-
rente a dois capitais (C, e C)) de valores iguais,
pelo prazo de um ano, capitalizados semestral-
mente, a taxa nominal de 42% ao ano, para o
capital C , e a taxa efetiva de 21% ao ano, para o
capital C,, julgue os itens abaixo.

(1) A taxa nominal, pare a aplicagdo do capital
C,, ¢ igual a 20% ao ano.

(2) A taxa de capitalizacdo semestral do capital
C, e igual a 20%.

(3) A taxa de capitalizacdo semestral do capital
C, e exatamente o dobro da taxa de capitali-
zagdo semestral do capital C,.

(4) O montante do capital C, € 21% maior que o
montante do capital C,, no prazo estabelecido
para a aplicagdo.

(5) Se apenas o capital C, for reaplicado por mais
um ano, a mesma taxa estabelecida, o mon-
tante de C, (ao final do 2° ano de aplicagdo)
sera igual a0 montante de C, (ao final do 1°
ano de aplicacdo).

mento.
e) O bem jamais podera ser adquirido com o
montante obtido.
Gabarito
01.b 02.¢c 03.d 04.d 05.d 06.d 07.b 08.b
09.b 10.b 11. e 12.b 13.a 14.b 15.d 16. e
17.d 18.b 19. cceec 20.c 21. ceecc

Prof. José dos Santos Moreira
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CONVENCAO LINEAR ¢ CONVENCAO EXPONENCIAL

Consideremos a seguinte situagao:
Um capital ¢ aplicado a juros compostos de 30%a.a, capitalizado anualmente.No entanto, o PRAZO
DE APLICACAO foi 6 meses.

Como remunerar o capital?

F[ CONVENCAO LINEAR ]

—{ CONVENGCAO EXPONENCIAL )

( PROBLEMAS ]

01. Complete o quadro abaixo, considerando taxa de 30%a.més. Capitalizagdo mensal dos juros compostos
e capital de $ 100.000

PRAZO (t) JUROS SIMPLES JUROS COMPOSTOS JUROS CONPOSTOS
Conv. LINEAR Conv. EXPONENCIAL

20 dias
o<t<l1

30 dias
t=1 periodo
de capitalizagdo

130 dias
t> 1 periodo
de capitalizagdo

02. Uma aplicacio financeira foi feita pelo prazo de 225 dias. O dinheiro foi aplicado a juros compostos de
40% a.ano e capitalizagdo trimestral. Determine o montante obtido a partir de um capital de $100.000
sob a convencdo LINEAR.

A) 125.000 B) 126.905,87 C)127.050 D) 124.750 E) 120.000
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03. Na questdo anterior, qual seria a alternativa correta se for usada a convengdo EXPONENCIAL

A) 125.000 B) 126.905,87 C)127.050 D) 124.750 E) 120.000

04. Um capital C = 10.000 ¢ aplicado a juros compostos de 6% a.més, com capitalizagdo bimestral. O prazo

de aplicacdo foi 100 dias. Determine o montante pela convencdo LINEAR e pela convengdo
EXPONENCIAL.

abarito ]
02.C 03.B 04. LINEAR M= 12.096,00 EXPONENCIAL M= 12.078,97 J
p [ REPRESENTACAO GRAFICA ) N

Taxa Efetiva
A

JUROS SIMPLES LINEAR
JUROS COMPOSTOS EXPONENCIAL

N

JUROS SIMPLES

[

1 2 4

Periodos
0<r<1 t>1 c .dl‘? .
O prazo de aplicagao O prazo de aplicagao apitalizagao
¢ MENOR ¢ MAIOR
que 1 periodo de que 1 periodo de

CAPITALIZACAO CAPITALIZACAO

\\§
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DESCONTO SIMPLES

Suponhamos que vocé tenha um cheque pré-datado de $1.200 e que s6 pode ser cobrado em 30 dias.
Necessitando dinheiro hoje e considerando a inflagdo de 20% ao més, vocé pode raciocinar de duas
maneiras diferentes:

1° RACIOCINIO

Deduz os 20% de inflagao sobre o Valor Nominal do cheque, obtendo assim seu Valor Atual:
(1.200 x 0,8) = $960

Este raciocinio é chamado DESCONTO POR FORA, comercial ou bancario.
Nele o desconto foi de $240.

2° RACIOCINIO

Vocé sabe que um amigo seu tem dinheiro rendendo na poupanga a 20% ao més. Pede a ele que lhe
empreste aquele valor X, que dentro de 30 dias, ap6s ganhar 20% de acréscimo se torne $1.200,00 e
assim ninguém perde nada.

CALCULO: NESTE CASO TEMOS:
X.1,2=1200 Valor nominal: 1200
X=1000 Valor atual: 1000

Desconto por dentro = $200
Este raciocinio constitui 0o DESCONTO POR DENTRO ou RACIONAL.

Os dois raciocinios sdo aceitos. A Banca Examinadora tem a obrigac@o de informar o tipo de descon-
to, pois concurso significa interpretagcdo de texto e raciocinio logico. Ninguém ¢é obrigado a supor uma
informacdo que ndo esta no texto. Na pratica, no entanto, usa-se em 99% dos casos o desconto comercial
simples que € o que da maior lucro a institui¢ao financeira

DESCONTO POR DENTRO DESCONTO POR FORA, COMERCIAL
OU RACIONAL OU BANCARIO
VA - 100% VN - 100%
Neste caso, damos um acréscimo de it% Neste caso, damos um desconto de it%
sobre o VA para chegar no valor nominal. sobre o VN para chegar no valor atual.
VA-UOOJ”U:VN VN-UOO'H!:VA
100 100
ou ou
Usando Regra de Trés Usando Regra de Trés
VA - 100% VN - 100%
dd - it% df - it%
{VA ——— 100% {VN - 100%
VN ——- (100 + it)% VA - (100 - it)%

Observe que nos casos acima, ¢ fundamental achar o it com i e # nas mesmas unidades de tempo.
Basicamente s existem estes dois raciocinios para desconto simples. O fato de incluirmos impostos,
comissdes, ou taxas em cada um deles ndo significa que existem "OUTROS TIPOS DE DESCONTOS"

além do desconto "por dentro" ou desconto "por fora".
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r—( ESQUEMA DO DESCONTO COMERCIAL SIMPLES h

No exemplo dado: / O VAf ¢ 80% do VN 9{VAf= 0,8. VN]

VN
100 %

TAXA EFETIVA DE JUROS IMPLICITA NO DESCONTO
COMERCIAL SIMPLES

O df ¢ 20% do VN 9{df=0,2.VN ]

Um titulo de valor nominal $ 6000 ¢ descontado pelo critério comercial simples 60 dias antes
do vencimento a uma taxa de desconto de 10% a.més.

| ANALISE DA SITUACAO APRESENTADA |

1° PASSO ] Achar o @ ou seja, 0o PERCENTUAL de desconto praticado na operagao para os

2 meses de antecipacio.

1=10% a.m.
it =20%
t = 60 dias = 2 meses
2° PASSO
100% VA = 80% do VN

o= 20040 N

( va=s4s00 ) [ df=s1200 )

3° PASSO )Analisando a operagdo como um INVESTIMENTO, percebemos que o agente

financeiro INVESTIU $ 4800 para RECEBER $ 6000 em 60 dias.
Entdao, o CAPITAL INVESTIDO cresceu efetivamente

> $§ggg - 125 ( LUCRO DE 25% em 60 dias! )

Dizemos entdo que a TAXA IMPLICITA EFETIVA DE JUROS na operacao foi de 25% no PRAZO
DA OPERACAO.

Ou que a TAXA DE JUROS EQUIVALENTE a taxa de DESCONTO COMERCIAL SIMPLES ¢
de 25% em 60 dias.

No entanto, a TAXA MENSAL DE JUROS IMPLICITA na operagio pode ser calculada a
JUROS SIMPLES ou a JUROS COMPOSTOS.

[TAXA MENSAL DE JUROS SIMPLES ]

E proporcional Portanto fica 12,5% a.m.
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[ TAXA MENSAL DE JUROS COMPOSTOS ]

Considerando os juros compostos capitalizados mensalmente, a taxa mensal composta que PRODUZ
uma taxa EFETIVA de 25% em 2 meses ¢:

(X)=1,25 > X=VI1.25 > X 1,119

«@ uma TAXA MENSAL COMPOSTA de 11,9% a.m.

DIFERENCA ENTRE OS DESCONTOS COMERCIAL SIMPLES )
E RACIONAL SIMPLES J

No exemplo anterior, o Valor Nominal do titulo é $ 6000.
Na otica do DESCONTO COMERCIAL (POR FORA), o valor atual ¢

VAf=6000.0,8 VAf=4800

Mas na 6tica do DESCONTO RACIONAL (POR DENTRO), o valor atual é

VAd _ 6000 VAd = 5000
1,2

Assim, 0o DESCONTO POR FORA, ¢ de $ 1200 ¢ o DESCONTO POR DENTRO ¢ de $1000

EXISTE UMA DIFERENCA DE $ 200

dif =df—-dd >  dif=1200-1000 N dif= 200

Essa DIFERENCA também pode ser encontrada fazendo

dif = VA

CUIDADO!

DIFERENCA = DESCONTO POR FORA — DESCONTO POR DENTRO

VA

DENTRO FORA ->

dif =5000—-4800 > dif=$200

dif =df—dd

ou

DIFERENCA = VALOR ATUAL POR DENTRO - VALOR ATUAL POR FORA

dif = VAd — VAf
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No entanto, considere que o problema que estamos analisando tivesse o seguinte enunciado:

( PROBLEMA1 )

A diferenga entre os descontos simples, de um titulo é $ 200. Determine o valor NOMINAL do titulo
sabendo que a taxa de desconto ¢ 10%a.m. e o prazo é 2 meses antes do vencimento.

1° METODO dif = VAd — VAF > 200 :% _VN.08

>

Vamos multiplicar todos os membros da equagao por 1,2

200.1,2=1VN-VN.0,8.1,2
240 =1VN - 0,96VN
240=10,04. VN

240
— =VN VN = 6000
0,04

l 20 METODO]

Partimos do seguinte: df dd _ _it%  Relacio 1

VN VAdentro 100% [ Note que sempre 0 denominador |

corresponde ao referencial 100%.

J

Usando a propriedade das Propor¢des temos:

df — dd N dif  _ _it N dif=dd.i.t Relacdo 2
VN — Vad dd 100 100

——

dd

Assim, no problema:

200 =% dd = 1000
Ora, se a diferenca entre os descontos é $200, concluimos que o desconto POR FORA ¢

df=1000 + 200 df=1200

Usando REGRA DE TRES { VN > 100%
af > it%

{ VN =100 %
1200 = 20 %

VAf= 6000 - 1200
Logo VN = § 6000
VAd = 6000 — 1000
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[ 3° METODO] Partimos da relagdo:

df _ VN _ 100 + it i
_df _ _ R
[ dr - VN 50 ] elacio 3
df VN
AT Substituindd VAd) por( VN - dd )
fica:
df _ VN
dd VN-dd

df. (VN - dd)= VN . dd
df . VN — VN.dd = df . dd
VN . (df - dd) = df .dd

df — dd =% > [ dif =-9f \}I‘\i]d Relacio 4
Entdo o problema fica:
200 1003;I 1200 I 1.2(;%800
[ VN = $ 6000 ]
, (' PROBLEMA2 ) \

O desconto racional simples de um titulo de valor VN, é 1000. Determine o desconto COMERCIAL
SIMPLES, sabendo que o titulo foi descontado 2 meses antes do vencimento a taxa de 10%a.m.
Determine VN.
Vamos partir da relagdo 3

df _ VN _ 100 +it

dd VAd 100

df _ 100 + it df_100+20 5 df_,,

dd 100 dd 100 dd

df=1200 e, por Regra de Trés VN = 6000

Logo, vamos destacar a seguinte Relacdo

df 1,2

1000 —

df=dd.()
acréscimo de it% de acordo com o “BALCONISTA”.
Relacao 5
( R
, (_ PROBLEMA3 ) ~

A diferenca entre os descontos por fora e por dentro (critério simples) de um titulo de valor nominal
VN ¢é 80. Se o valor atual POR DENTRO ¢ 2000, determine o desconto POR DENTRO, o desconto POR|
FORA, o VN, a taxa de desconto TOTAL da operagio, e a TAXA IMPLICITA EFETIVA de juros no prazo
da operacgdo.
Usaremos a Relacdo 1

df _ dd BN df — dd

VN VA dentro ad
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Que também pode ser escrita
[df_dd:df—dd]

VN VAd dd
dd__ dif _ ) _ - ]
[ VAd i ] Relagdo 6 ou [(dd) VAd . dif
Entdo no problema proposto:
_dd _ 80
2000 dd
dd*=80x2000 ->  dd*=160.000 -> ([ dd=400
Entao df =480 VN = VAd + dd
VN =2000 +400
VN = 2400
( TAXADEDESCONTO )

| > 480 > 20% no prazo considerado

VN 100 2400

[ TAXA EFETIVA IMPLICITA DE JUROS NO PRAZO CONSIDERADO ]

VN _ 2400

= 0,
VAT 1920 1,25 2> 25%

PRAZOS DE APLICACAO NAO CORRESPONDEM A UM NUMERO
INTEIRO DE PERIODOS DE CAPITALIZACAO

dif =df-dd ] ou dif = VAd — VAf ]

df _ dd _ it% ou [ _df _ VN _ (100 +it)%

VN  Vad 100% dd VAd 100%

@inador corresponde ao referencial 100%.
CONCLUSOES
o _dd.i.t .o _ dd.df
[ dif T ] [ dif VN ]
df=dd.( )

~

acréscimo de it% de acordo com o “BALCONISTA”.

[ dd = dif ] ou [dd2=VAd.dif ]

VAd dd
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PROBLEMAS DE DESCONTO

01.Qual o desconto comercial de um titulo apresen-
tado 2 meses antes do vencimento cujo valor ¢
$200.000 e cuja taxa foi de 15% ao més?

02.0 desconto bancario sofrido por um titulo ¢ de
$75.000. Se a taxa é de 5% ao més e o titulo é
apresentado 90 dias antes do vencimento, deter-
mine o valor nominal e o valor atual.

03.Qual a taxa de desconto comercial simples de
uma promissoria paga 5 meses antes do venci-
mento sabendo-se que se reduziu de $320.000 para
$192.000?

04. Quanto tempo antes do vencimento foi paga uma
letra de $600.000, descontada por fora a 6% a.a.,
se o desconto foi de $27.000?

05.Uma promissoria paga 8 meses antes do venci-
mento, a taxa de 36%a.a., se reduziu a $95.000.
Qual o valor nominal considerando o desconto
comercial simples?

06.Qual o desconto por dentro de um titulo de
$296.000 a 24% ao més em 2 meses?

07.Um titulo apresentado 7 meses antes do venci-
mento, foi descontado por dentro a taxa de 8% ao
meés e se reduziu para $400.000. Determine o
desconto e o valor nominal.

08.Uma letra sofre um desconto de $50.000, por
dentro. Sendo a taxa de 60% a.a. e o prazo 120
dias, determine o valor nominal e o valor atual.

38

09. Quanto tempo antes do vencimento foi descon-
tada por dentro uma letra de $180.000 que se re-
duziu para $120.000 a uma taxa de 12,5% ao més?

10. Qual a taxa praticada no desconto por dentro de
um titulo de $990.000 que se reduziu para
$900.000 em um prazo de 1 ano ¢ 3 meses?

11. Uma letra de $50.000 foi descontada em 6 me-
ses e produziu o liquido de $47.500. Qual a taxa
anual de desconto?

12. A que taxa foi descontado um titulo de $80.000
que se reduziu para $60.000, apresentado 1 2/3
anos antes do vencimento?

(A) 15% a.a.
(B) 75% a. m.
(C) 3,75% a. m.
(D) 6,25% a. m.
(E) 90% a.a.

13. Calcule o valor atual de uma letra que sofre des-
conto racional 2 meses e 20 dias antes do venci-
mento, sabendo-se que seu valor nominal ¢
$20.400 e que a taxa de desconto ¢ de 9% a.a.

(A) $2.040

(B) $20.000
(C) $19.600
(D) $24.000
(E) $19.992

14. Certo titulo foi descontado por fora 108 dias an-
tes do vencimento, a taxa de 9,5% a.a. e produ-
ziu o liquido de $310.880. Qual o desconto?

(A) $9.120
(B) $320.000
(C) $8.860,08
(D) $3.200
(E) $10.880
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15. A diferenga entre os descontos por dentro e por
fora de uma letra, calculados em 6 meses, a taxa
de 5% a.a. ¢ de $45. Calcular o valor nominal:

(A)$13,50 (D) $1.845
(B) $58,50 (E) $73.800
(C) $1.800

16. A diferenca entre os descontos por fora e por
dentro de um titulo ¢ de $36.000. Sabendo-se que
a taxa mensal ¢ de 18% e que o prazo é de 50
dias, determine respectivamente o valor nominal,
valor atual racional e o valor atual bancario.

17.Um titulo de $903.000 ¢ apresentado para des-
conto 100 dias antes do vencimento. Determine o
valor atual do ponto de vista do desconto por fora,
do desconto por dentro. Qual a diferenga entre os
descontos? 1 = 12% a.a.

18. A diferenca entre os descontos bancario e racio-
nal de um titulo ¢ $880. Se o desconto racional é
$14.400 e a taxa 20% a.a., determine quanto tem-
po antes do vencimento foi apresentado e qual o
valor nominal.

19.Uma duplicata de $ 2.400.000 descontada 200
dias antes do seu vencimento, sofreu um descon-
to por fora de $30.000. Qual a taxa anual da ope-
ragao?

20. Um titulo foi descontado por dentro a taxa de 6%
a.a., no prazo de 120 dias, ficando reduzido a
$220.500. Qual era o valor nominal?

21.Um titulo de valor nominal X é descontado por
dentro a uma taxa de 10% ao més, 60 dias antes
do vencimento e produziu o mesmo valor atual de
outro titulo de valor nominal X+50 que foi des-
contado por fora a 10% ao més, 60 dias antes do
vencimento. Determine o valor nominal e o valor
atual.
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22.Umtitulo de valor nominal $12.000 sofre um des-
conto a taxa de 6% a.a., 120 dias antes do venci-
mento. Qual o valor do desconto?

(A) $240
(B) $260
(C) $300
(D) $853
(E) $864

23.0 valor de um titulo descontado sob o critério
racional simples € 1/4 do seu valor nominal. De-
termine a taxa de desconto, sabendo que a nego-
ciacdo ocorreu 30 meses antes do vencimento.

(A) 300% a.a
(B) 10% a.m
(C) 400%a.a
(D)300%a.m
(E) 13%a.m,

24.Qual o valor atual de uma duplicata que sofre um
desconto por dentro de $500, a 50 dias de seu
vencimento, a taxa de 3% ao més?

(A) $9.500
(B) $9.550
(C) $10.000
(D) $10.050
(E) $ 10.500

25. Utilizando o desconto racional, o valor que devo
pagar por um titulo com vencimento daqui a 6
meses se o seu valor nominal for de $29.500 e eu
desejo ganhar 36% a.a.é de:

(A) $24.000
(B) $25.000
(C) $27.500
(D) $18.800
(E) $24.190

26.Um titulo de $8.000 sofreu um desconto racional
de $2.000, 8 meses antes do vencimento. Qual a
taxa anual empregada?

(A) 28%
(B) 37,5%
(C) 45%
(D) 50%
(E) 52,5%
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27.Determinar o valor atual de certa nota promisso-
ria que descontada por fora a taxa de 8,5% a.a.,
144 dias antes do vencimento, sofreu $6.120 de
desconto.

28.Qual o desconto por dentro de um titulo, a taxa de
16% a.a., em 7 meses e meio, considerando que
o valor nominal do titulo é $5.148.

29.Uma duplicata de $128.000 descontada 198 dias
antes do vencimento sofreu $38.016 de desconto
por fora. Qual a taxa anual usada na operagao?

30.Um banco recebeu para desconto, a taxa de 9%
a.a., duas duplicatas cujos valores nominais so-
mavam juntos $400.000. Sabendo-se que o
deconto de ambas atingiu a $11.200 e que o prazo
da primeira era 4 meses e o da segunda 100 dias,
determine o valor nominal de cada duplicata. Cal-
cule também o valor atual de ambas.

31.Um banco recebeu 3 duplicatas para desconto. A
primeira representa 1/5 do total e a segunda re-
presenta 2/3 da terceira. A taxa da primeira era
de 3% ao més e seu prazo de 80 dias. A taxa da
segunda era de 5% ao més e seu prazo de 105
dias. A taxa da terceira era de 18% a.a. e seu
prazo de 50 dias. Sabendo-se que o desconto to-
tal ¢ de %50.400, qual o valor nominal de cada
duplicata?

32.Um banco recebeu para desconto duas duplica-
tas. Seus valores nominais importavam conjunta-
mente $80.000. A taxa de ambas era 2,4% ao més
e o desconto das duas atingiu a $2.800. Determi-
ne o valor nominal de cada duplicata sabendo-se
que a primeira foi descontada 40 dias antes ¢ a
segunda 50 dias antes do vencimento.

40
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33.Um banco recebeu 3 duplicatas para desconto.
A primeira representa 1/3 da segunda a e tercei-
ra representa 3/4 da primeira. A taxa de todas ¢
6% a.a. A primeira tem prazo de 2 meses, a se-
gunda 3 meses ¢ a terceira 4 meses. Se o des-
conto total foi $1.400, determine o valor nominal
de cada duplicata.

34.Qual ¢ o valor da diferenca entre os descontos
por dentro e por fora de uma nota promissoria de
$1120 se ela for descontada 40 dias antes do seu
vencimento a uma taxa de 9% ao més?

35. A diferenca entre os descontos comercial e raci-
onal incidentes sobre um mesmo titulo é de $3,00.
Sabendo que ambos foram calculados a taxa de
15% ao ano e 4 meses antes do vencimento, qual
o valor nominal do titulo?

36. Um titulo descontado por dentro produziu o liqui-
do de $2000 e descontado por fora, produziu o
liquido de $1920. Qual o valor nominal do titulo?

37.Qual o desconto por fora de um titulo de valor
nominal VN que gera um desconto por dentro de
$300 se operado a 4% ao més, 2 meses antes do
vencimento? Determine VN:

38.(AFTN/85) Uma empresa descontou uma dupli-
cata em um banco que adota uma taxa de 84%
ao ano e o desconto comercial simples. O valor
do desconto foi de Cr$ 10.164. Se na operagao
fosse adotado o desconto racional simples, o va-
lor do desconto seria reduzido em Cr$ 1.764.
Nessas condigdes, o valor nominal da duplicata é
de:

(A) Cr$ 45.000
(B) Cr$ 46.700
(C) Cr$ 47.300
(D) Cr$ 48.400
(E) Cr$ 50.000
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39.(TTN/94) O valor atual racional de um titulo ¢ 43.(AFTN/96) Vocé possui uma duplicata cujo va-

igual a 1/2 de seu valor nominal. Calcular a taxa
de desconto, sabendo-se que o pagamento desse
titulo foi antecipado de 5 meses.

(A) 200% ao ano
(B) 20% ao ano

(C) 25% ao més
(D) 28% ao més
(E) 220% ao ano

40.(TTN/89) Utilizando o desconto racional, o valor

41.

que devo pagar por um titulo com vencimento daqui
a 6 meses, se o seu valor nominal for de NCz$
29.500,00 e eu desejo ganhar 36% ao ano, ¢ de:

(A) NCz$ 24.000,00
(B) NCz$ 25.000,00
(C)NCz$ 27.500,00
(D) NCz$ 18.880,00
(E) NCz$ 24.190,00

(TTN/94) Admita-se que uma duplicata tenha sido
submetida a 2 tipos de descontos. No primeiro
caso, a juros simples, a uma taxa de 10% ao ano,
vencivel em 180 dias, com desconto comercial (por
for(A). No segundo caso, com desconto racional
(por dentro), mantendo-se as mesmas condigoes.
Sabendo-se que a soma dos descontos, por fora e
por dentro, foi de R$ 635,50, o valor nominal do
titulo era de R$:

(A)6.510,00
(B) 6.430,00
(C) 6.590,00
(D) 5.970,00
(E) 6.240,00

42.(TTN/94) José descontou 2 duplicatas em um

banco, no regime de juros simples comerciais, a
uma taxa de juros de 15 %a.a. O primeiro titulo
vencia em 270n dias ¢ o segundo em 160 dias,
sendo que o ultimo titulo era de valor nominal 50%
superior ao primeiro. Sabendo-se que os dois des-
contos somaram o valor de R$ 382,50, o titulo que
produziu maior desconto tinha valor nominal, em
RS, de:

(A) 1.850,00
(B) 1.750,00
(C) 1.800,00
(D) 1.700,00
(E) 1.900,00

Prof. José dos Santos Moreira

lor de face ¢ $150,00. Esta duplicata vence em 3
meses. O banco com o qual vocé normalmente
opera além da taxa normal de desconto mensal
(simples por for(A) também fard uma retencéo
de 15% do valor de face da duplicata a titulo de
saldo médio, permanecendo bloqueado em sua
conta este valor desde a data do desconto até a
data do vencimento da duplicata. Caso vocé des-
conte a duplicata no banco vocé recebera liqui-
dos, hoje, $105,00. A taxa de desconto que mais
se aproxima a taxa praticada por este banco €:

(A) 5,0%
(B) 5,2%
(C) 4,6%
(D) 4,8%
(E) 5,4%

44.(CESPE/UnB - Senado Federal/96) No descon-

to simples bancario de 4 titulos 8 mesma taxa de
desconto, cada um no valor de R$ 2.000,00, com
vencimentos mensais ¢ sucessivos, a partir de 30
dias, obteve-se um valor liquido de R$ 7.000,00.
Com relagdo a situagdo descrita, julgue os itens
que se seguem:

(1) A taxade desconto simples do titulo que ven-
ce em 120 dias correspondente a taxa de
juros simples de 6,25% ao més.

(2) A taxa de desconto simples para cada titulo
¢ igual a 5% ao més.

(3) O desconto obtido para o titulo que vence
em 90 dias ¢ o triplo do desconto obtido para
o titulo que vence em 30 dias.

(4) As taxas mensais de juros simples dos valo-
res atuais dos titulos sdo diferentes.

(5) No desconto simples bancario, a taxa de
desconto incide sobre o valor atual ou liqui-
do.
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Gabarito

-

01. df = 60.000 17. VA(fora)= 872.900 31. 120.000
02. NV =500.000 VA(d) = 873.870,97 192.000
VA = 425.000 diferenca = 970,97 288.000
03. i=8% a.més 18. 110 dias 32 50.000 e
04. 9 meses 19. i = 2,25% a.a. 30.000
05. VN = 125.000 20. VN = 224.910 33. 20.000
06. dd = 96.000 21. VA =$1.000 60.000
07. dd = 224.000 x = $1.200 15.000
VN = 624.000 x + 50 = $1.250 34. 14,40
08. VN = 300.000 22. A 35. $1260
VA = 250.000 23. B 36. VN =2400 it=20%
09. 4 meses 24, C 37. df=324 VN=4050
10. i=8% a.a. 25. B 3. D
11. 10% a.a. 26. D 39. B
12. 15% a.a. 27. $173.880 40. B
13. B 28. $468 41. A
14. A 29. 54% a./a. 42. C
15. E 30. VN = 240.000 43. A
16. VN = 520.000 e 160.000 44. C-C-C-C-E
VAd = 400.000 VA = 232.800
VAf = 364.000 e 156.000
-

42
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ESQUEMA COMPARATIVO ENTRE DESCONTOS
SIMPLES E COMPOSTOS

Considere um titulo de valor nominal VN apresentado 6 meses antes do vencimento a uma taxa

de 5%a.més.

O VALOR ATUAL VA podera ser encontrado por 4 critérios:

DESCONTO COMERCIAL SIMPLES

DESCONTO COMERCIAL COMPOSTO

[ VA=VN.O0,7 ]

[ VA=VN. (0,95)6]

DESCONTO RACIONAL SIMPLES

DESCONTO RACIONAL COMPOSTO

VA =——
1,3 ]

O Desconto Comercial Simples € o mais usado no “Desconto de Titulos” (Factoring).

O Desconto Comercial Composto é usado mais em DEPRECIACAO do valor de BENS.

Ja o Desconto Racional Composto é usado em EMPRESTIMOS E FINANCIAMENTOS.
Finalmente, O Desconto Racional Simples ¢ usado em negociagdes “entre amigos”, mas cai bastante

em Concursos Publicos.

(' PROBLEMA PROPOSTO )

Determine o VA de um titulo de $ 145.200, apresentado 2 meses antes do vencimento, a uma taxa de

10%a.més, sob os 4 critérios de desconto.

DESCONTO COMERCIAL SIMPLES

DESCONTO COMERCIAL COMPOSTO

DESCONTO RACIONAL SIMPLES

DESCONTO RACIONAL COMPOSTO

Prof. José dos Santos Moreira
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EQUIVALENCIA ENTRE TAXA DE DESCONTO
RACIONAL E COMERCIAL COMPOSTOS

Taxas de desconto equivalentes sdo aquelas que produzem decontos iguais quando aplicados a
um mesmo titulo por igual tempo de antecipacao.

Consideramos o mesmo periodo de capitalizagdo para uma taxa i, de desconto racional e uma outra
i do desconto comercial, podemos afirmar que a relagdo de equivaléncia entre iy, ¢ i nos dara:

DC=DR

VN-D,=VN-D,

VA, = VA,
. VN

VN.(1—i)=—N_
C (1+|R)n

. \n - VN _

(1—|C).(1+|R)—W—1

S1=i )y - (A+iy=y1

[ (1—-i,).(1+i)=1 J
,-'Exemplo:!

Determine a taxa anual de desconto racional composto equivalente a taxa de desconto comercial
composto de 37,5% ao ano.

Entao:

Gabarito: 60 % ao ano.
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EQUIVALENCIA DE CAPITAIS SOB OTICA DE
JUROS E DESCONTOS SIMPLES

O titulo VN, deve ser pago em t = 3 ¢ o titulo VN, deve ser pago em t = 6.

Digamos que esses dois titulos queiram ser substituidos por 3 titulos de valor nominal X para serem
pagosemt=2,t=5¢et="7.

Como proceder?

A idéia geral, valida em qualquer dos 4 critérios apresentados anteriormente ¢ que:

O SOMATORIO dos valores atuais (na data zero) dos titulos que saem deve ser igual ao
SOMATORIO dos valores atuais (na data zero) dos titulos que entram.

No caso
VA, + VA, = VA, + VA, + VA,
—— ——
Na data zero Na data zero
Titulos que saem Titulos que entram

O valor atual pode ser encontrado por qualquer um dos 4 critérios. Por isso deve ficar claro qual

o critério adotado.

DATA FOCAL

e A

E a data escolhida como REFERENCIA para comparagio de capitais.
No critério de juros ou descontos simples, a DATA FOCAL devera ser, OBRIGATORIAMENTE A

PATA ZERO. )

\
Ja sob critério do desconto racional composto, qualquer data pode ser escolhida de comparagio de

capitais e ndo havera distorcoes.
-

(

J
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( PROBLEMAS )

01. Desejamos substituir um titulo vencivel em 3

meses por outro com vencimento em 5 meses.
Sabendo que o VN do titulo ¢ 32375 e a taxa de
2,5%ao0 més, de desconto comercial simples,
determine o novo valor do titulo:

02. Deseja-se substituir 2 titulos um de $ 50.000 para

03.

46

90 dias e outro de $ 120.000 para 60 dias, por trés
outros, com mesmo valor nominal, venciveis,
respectivamente em 30, 60 e 90 dias. Calcule o
valor nominal comum, sabendo que a taxa de
desconto comercial simples é de 3% ao més:

(AFTN) Uma firma deseja alterar as datas e
valores de um financiamento contratado. Este
financiamento foi contratado, ha 30 dias, a uma
taxa de juros simples de 2% ao més. A instituicao
financeira ndo cobra custas nem taxas para fazer
estas alteragdes. A taxa de juros ndo sofrera
alteracoes.

Condi¢cdes pactuadas inicialmente:
Paga-mento duas prestagdes mensais € sucessi-
vas de $11.024, a serem pagas em 60 e 90 dias.
Condicoes desejadas: Pagamento em trés
prestacdes iguais; sendo a primeira ao final do
10° més; a 2* ao final do 30° més; a terceira ao
final do 70° més.

Caso sejam aprovadas as alteragdes, o valor que
mais se aproxima do valor unitario de cada uma
das novas prestacoes, é:

(A)$8.200,00
(B)$9.333,33
(C)$10.752,31
(D)$11.200,00
(E)$ 12.933,60

04. (TTN) Um negociante tem duas dividas a pagar,
uma de Cr$ 3000,00, com 45 dias de prazo e
outra de Cr$ 8400,00, pagavel em 60 dias. O
negociante quer substituir essas duas dividas por
uma unica, com 30 dias de prazo. Sabendo-se
que a taxa de desconto comercial é de 12% ao
ano e usando a data zero, o valor nominal dessa
divida sera de:

(A) Cr$ 11.287,00
(B) Cr$ 8.232,00
(C) Cr$ 9.332,00
(D) Cr$ 11.300,00
(E) Cr$ 8.445,00

05. (AFTN) Jodo deve a um banco $ 190.000 que
vencem daqui a 30 dias. Por ndo dispor de
numerario suficiente, propde a prorrogagdo da
divida por mais 90 dias. Admitindo-se para o
calculo do valor atual a DATA FOCAL ZERO
(t =0) e que o banco adote a taxa de desconto
comercial simples de 72% ao ano, o valor do novo
titulo sera de:

(A) $ 235.000
(B) $238.000
(C) $ 240.000
(D) $ 243.000
(E) $ 245.000

Gabarito
01.34.225
02.56.134,75
03.D
04.D
05.A
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RENDAS UNIFORMES E VARIAVEIS

EQUIVALENCIA DE CAPITAIS A JUROS COMPOSTOS

$ 10.000

¢:::::{

] ]
I
0 1 2 3 4 5

I
7 SEMESTRES

1. Uma mercadoria de $10.000 serd paga na data 6.Qual o valor na data 6, a juros compostos de 10% a.ano
com capitalizacdo semestral?

X 12000
| | | | | | | |
T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 MESES

2. Uma compra seria paga na data 7 com um cheque de $12.000.

Desejando antecipar o pagamento para data 3, devemos substituir o cheque de $12.000 por outro de valor
igual a . Considere juros compostos de 3% a.més

PO 1200 1440 1728
X
I ¢ I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 MESES

3.Um produto custa a vista Po, e ¢ vendido em 3 cheques conforme mostra o FLUXO DE CAIXA acima.
Desejando trocar para pagamento unico na DATA UM, o valor x do cheque sera:
Determine também o valor a vista Po.

Considere juros compostos de 20%a.mégs.
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1210 X 14641
_—

0 1 2 3 4 5 6 7 MESES
4. Deseja-se substituir os dois cheques do grafico por um pagamento Gnico na data 3.
Calcule o valor de x para i = 10% a.més.

\.

J

5. No exemplo anterior, qual o valor atual na data zero? (Que pode ser prego a vista, valor principal dd
empréstimo, etc...)

11025

:

0 1 2 3 4 5 6 7 PERIODOS
6. Determine o valor atual do titulo acima nas datas ZERO e SEIS para uma taxa de 5% ao periodo(meses
bimestre,etc...)

\.

J

(7. Uma maquina de prego a vista Po pode ser paga 2 anos apds a compra em parcela tinica de $ 11.236)
Considerando juros compostos de 6% a.ano, determine o PRECO A VISTA.

\

8. Um trator ¢ vendido a vista ou em 3 parcelas anuais de $36.000 cada uma, sendo a primeira no ato da compra. )
Se a taxa de juros compostos é 20% a.ano, qual o PRECO A VISTA?

0 1 2 3 anos
(Gabarito ]
01.10.000.(1,05)¢  02.1200/(1,3)* 03.x=3000Po=2500 04.x=26620 05.Po=20.000
[06. VA na data ZERO =10.000 VA na data SEIS =11.025.(1,05)* 07.Po=10.000 08.Po=91.000
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SERIE DE CAPITAIS A JUROS COMPOSTOS

(_ PROBLEMA PROPOSTO )

7 7

1=10% a.més

A) Qual o valor unico das 5 parcelas na data 7 de julho?
B) Qual o valor atual de toda a série de capitais na data 7 de fevereiro?

C) Qual o valor da série na data 7 de janeiro?

SOLUCAO

1000 1000 1000 1000 1000
PO ya l l l l l
| _ | | | |
1 1 1 1
JAN FEV MAR ABR MAI JUN JUL

Gabarito

A=6105,10 B=3790,79 C=3446,17

Prof. José dos Santos Moreira
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CLASSIFICACAO DAS RENDAS

A sucessdo dos depositos feitos para se constituir um capital (CAPITALIZACAO) ou de pagamen-
to feitos para se resgatar uma DIVIDA (amortizagdo) é chamada de RENDAS CERTAS.
Pode ocorrer, também, o caso em que se tem o pagamento pelo uso, sem que haja AMORTIZA-

CAO, que é o caso dos ALUGUEIS.

Esses exemplos caracterizam a existéncia das RENDAS ou ANUIDADES que podem ser divididas

em dois grupos:

A) RENDAS CERTAS ou DETERMINISTICAS: sio aquelas que ndo dependem de fatores externos e
sdo pré-determinadas. So estudadas pela MATEMATICA FINANCEIRA.

B) RENDAS ALEATORIAS ou PROBABILISTICAS: sdo aquelas em que os pagamentos e¢/ou recebi-
mentos sdo imprecisos ou o seu inicio e/ou final sdo aleatorios.

Exemplo: seguros de vida - o valor dos pagamentos ¢ CERTO mas a duracdo ¢ INCERTA.
Estes tipos de renda sdo estudados pela MATEMATICA ATUARIAL.

ANTECIPADA
IMEDIATAS { POSTECIPADA

CONSTANTES
TEMPORARIAS ) DIFERIDAS { ANTECIPADA
{PERIODIC AS ' VARIAVEIS POSTECIPADA

PERPETUAS

CERTAS

RENDAS NAO-PERIODICAS
ALEATORIAS
EXEMPLOS
IMEDIATAS ANTECIPADAS IMEDIATA POSTECIPADA

LTl

1° pagto. no inicio do 1° periodo

— 1

| PERIODO .
L]

0 1 2 3 4

[

1° pagto. no final do 1° periodo

DIFERIDA POSTECIPADA

DIFERIDA ANTECIPADA

o 20 30 ) o oo
. I l l _ CARENCIA l l
© CARENCIA 1] e

01 T2 s 4 5

Ex.: caréncia de 3 meses

Ex.: caréncia de 3 meses

50
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[ Observacao ]

Certos professores criaram o “vicio” de subentender rendas diferidas como sendo diferidas
postecipadas. Tenha cuidado!

Na verdade as diferidas podem ser antecipadas ou postecipadas. Nao estabelecer o tipo significa
“sonegar” informacdes do aluno.

CAPITALIZACAO

Podemos entender que a sucessao dos dep6sitos ou pagamentos feitos de forma periddica e cons-
tante formara um MONTANTE que pode ser utilizado como POUPANCA ou como ACUMULO DE
CAPITAL para liquidar uma DIVIDA que por sua vez também cresce nesse periodo. A divida sera
saldada quando o PRINCIPAL ACRESCIDO DOS JUROS for equivalente ao montante acumulado
pelos sucessivos depdsitos ou pagamentos.

EXEMPLO

Consideremos um capital X, aplicado mensalmente a juros compostos, sempre no mesmo dia do
més, seja este qual for.

10 JAN 10 FEV 10 MAR 10 ABR 10 MAI 10 JUN
1° deposito X X . (1+1) X.(1+1)? | X.(1+1)} | X.(1+1)* | X.(A+1)
2° deposito X X.(1+1) X.(1+1 | X.(1+1) | X.(1+10)*
3°deposito X X.(1+1) X.(1+1)? | X.(1+1i)y
4° deposito X X.(1+1) X . (1 +1)?
5° deposito X X.(1+1)
6° deposito X

MONTANTES NO MOMENTO
DO ULTIMO DEPOSITO

Observamos que a SOMA DOS MONTANTES decorrentes da aplicacdo mensal de CADA
CAPITAL X, forma uma PG de razdo q= (1 +1), onde n é o numero de aplicagdes.

M=X+X.1+)+X.A+i)2+X.A+i+..X.[A+i)"!

Usando a formula da SOMA DOS TERMOS DE UMA PG, temos:
MONTANTE DOS

_al.(q"-1) _X.[@+i)-1] CREDITOS NO
Sm=—1 M i “~  MOMENTO DO

ULTIMO DEPOSITO

Note-se que se quisermos saber o montante no FINAL do altimo periodo, todo o MONTANTE
crescera (1 +1).

Assim, _XL @+ (1)

1

M

E o montante n periodos ap6s o ultimo deposito crescera (1 +1)", ou seja, sob regime de capitali-
zagao composta.
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( ATENCAO )

Po ¢ +

1° PAGAMENTO

A

0 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

A figura mostra que o 1° pagamento foi feito em t = 4. Para identificar a data desse pagamento podemos

dizer:

A) O 1° pagamento fo1 feito no inicio do 5°

B) A renda ¢ diferida antecipada com

C) A renda ¢ diferida postecipada com

mes.
4  meses de caréncia.
R] meses de caréncia.

RESUMO TEORICO

[M=)L)N_l]] ou [M=X.Snﬁi }

ao ultimo deposito.
X = Valor constante de cada parcela

N = Numero de parcelas

i = Taxa expressa na forma decimal

M ¢ o montante de N parcelas iguais e periddicas, no momento imediatamente posterior

Sn —i ou FAC = Fator de acumulagao de capital

(' PROBLEMAS PROPOSTOS )

01 Determine o montante acumulado ap6s 20 depdsitos
mensais de R$1.000, colocado a juros compostos
5% a.més, no instante imediatamente posterior ao
20°deposito.

02 Determine o montante obtido pelo depdsito periddico
e constante de $600, aplicado aumataxade 3% em
cadaperiodo, sobregime de capitalizagdo compos-
ta, no momento imediatamente posterior ao 24°
deposito.

03 Quanto devo depositar mensalmente para acumular
$30.000, apds 24 depoésitos mensais corrigidos a
juros compostos de 1% a.més?

04 Depositando mensalmente $1.000 emum fundo que
rende 1% a.més, o montante imediatamente apos
0 20° deposito sera de:

A)$24404 B) $24000
C)$22019 D) $22000
E) $22200

52

05 ESAF(adaptado) Quanto devo depositar mensal-
mente para obter um montante de $12.000,a0 fim
de um ano, sabendo-se que a taxa mensal de
remuneragao do capital ¢ de 4% e que o primeiro
deposito € feito 1 més apos o inicio da contagem do
tempo.

A) 12000 + 15,025805

B) 12000 + (12 x 1,48)

C) 12000 + 9,385074

D) 12000 + (12 x 1,601032)
E) 12000 + 12

06 Quanto sera o montante, 1 ano apos o 1° deposito, de
uma série de capitais constituida por 12 depositos
mensais e constantes de $1.000, a juros compostos
de 2% a.més?

Gabarito )
01.33065,95 02.20655,66 03.1112,20
04.C 05.A 06. 13680,33
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PANORAMICA DA SERIE DE CAPITAIS

¢500 ¢’500 ¢500 ¢5OO ¢’500 ¢500

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A) Qual o valor tnico na data 8?
B) Qual o valor tinico na data 3?
C) Qual o valor tinico na data 2?
D) Qual o valor tinico na data 0?

SOLUCAO

Gabarito
A=3400,95 B=3749,54 C=2664,73 D=2537,84 E=2301,84

SIGNIFICADO DE VA

VA ¢ o VALOR UNICO de TODA A SERIE DE CAPITAIS 1 PERIODO ANTES da
1* PARCELA.

Todas as parcelas da SERIE DE CAPITAIS tem seus VALORES ATUAIS CALCULADOS NA
DATA FOCAL CORRESPONDENTE A UM PERIODO ANTES DA 1° PARCELA.

VA = X [ON1] ou | ya—X-[1-()N]
i (N i

esta expressdo pode ser apresentada da seguinte forma| VA= X . an" i

CALCULO DAS PARCELAS

X =—VA x= VA._L_
an i an i
Tabela 5 Tabela 6
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(' PROBLEMAS PROPOSTOS )

01. 300 (300 300 300 300 1300 300
PO A 4\ k\VA l l l l l l l
] ] ] ® | ] ] ] l ] ]
I I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 MESES
1=6 % a.més
Determine:
A) M na data 10
B) VA na data 3
C)Po na data zero
02. Po 2000 2000 {2000 2000 2000 2000
OO T A S A
| | ® | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 MESES

1=5% a.més
Determine VA e Po

03- PO = 10.000 VA lX lX lX lx lX
| | | | | & | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 MESES

Um produto ¢é vendido a vista por $10.000.um cliente acerta os pagamentos acima, em parcelas iguais e
juros compostos de 2% a.més.
Determine o valor x:

04. Um empréstimo de $50.000 sera pago em 20 parcelas mensais e iguais, sob juros de 4% a.més,
capitalizados mensalmente e o primeiro pagamento ¢ feito no final do 3° més. Qual o valor da parcela?

3000 l3000 fOOO l3000

o)
o

(%]

(=

(=

(=]

<+

(83

(=

(=

(=]

-1 ¢

0 1 2 3 4 5 6 SEMESTRES

Um terreno ¢ comprado em 6 pagamentos semestrais de $3.000. O primeiro pagamento € feito no final
do primeiro semestre. Sdo cobrados juros compostos de 3% a.semestre. Qual o preco a vista?
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X X X
PO =20.000 l l l
I I I I
0 1 2 24 MESES
Um carro de $20.000 ¢ vendido em 24 parcelas iguais, mensais imediatas postecipadas, a juros de 1%
a.mes
Determine o valor da parcela.
07.

evvevy

Um produto que custa a vista $30.600 ¢ vendido em 7 parcelas mensais, iguais imediatas e antecipadas
(1* parcela no ato da compra).Determine o valor da parcela para juros compostos de 2% a.més.

08. Determine o prego a vista de uma mercadoria que é paga em 20 parcelas de $1.000, mensais e iguais, sendo
a primeira no ato da compra e juros compostos de 4% a.més.

09. Determine o numero de parcelas em que foi vendido uma casa de $100.000, sabendo-se que a juros de 5%
a.semestre o valor de cada parcela ficou $7.800, iguais por semestre, sendo o primeiro pagamento 6 meses
apds a compra.

Gabarito
P1.A)2518,15B) 1674,71 C) 1406,12
02. VA=10151,38 Po =9207,60

03. VA=11040,80 X =2342,42

D4. X =3979,20 05.Po=16251,57
06. X=941,40 07.X=4635,30
P8. Po=14133,94 09. 21 parcelas
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100.000

11928

TAXA INTERNA DE RETORNO

11928

1
0

I
1

1 1 1
2 3 4

imediatas postecipadas de $11.928.

11

01. Determine a taxa de retorno de um investimento de $100.000, recuperado em 12 prestagdes mensais

12 MESES

TAXA DE RETORNO E AQUELA EM QUE O VALOR ATUAL DAS RECEITAS E IGUAL
AO VALOR ATUAL DAS DESPESAS

ou seja

VPL =0

VPL= VALOR PRESENTE LIQUIDO ( DE UM FLUXO DE CAIXA )

VPL = VALOR ATUAL DAS RECEITAS - VALOR ATUAL DAS DESPESAS

2. (CEF/ACRE-2008)
A tabela abaixo apresenta o fluxo de caixa de um certo projeto

VALOR ( MILHARES DE REAIS ) -50 35 22
PERIODO (ANOS ) 0 1 2
A TAXA INTERNA DE RETORNO é¢ igual a:
B) 12% C)15% D) 18%  E)20%

A) 10%

3. (CESGRANRIO/2008) A tabela abaixo apresenta o fluxo de caixa de um certo projeto

PERIODO (ANOS)

0

1

2

VALOR

(MILHARES DE REAIS)

410

P

P

Para que a taxa interna de retorno anual seja 5%, o valor de P, em milhares de reais, deve ser

A)216,5

B)217,5

0)218,5

D)219,5

E)220,5

Prof. José dos Santos Moreira
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4. A tabela apresenta o fluxo de caixa de um certo
investimento

VALOR  |-20.000 | 15.000 | 12.500
(UNIDADES
MONETARIAS)

PERIODO
(SEMESTRES)

Determine a taxa interna de retorno do investi-
mento

A) 10%
B) 15%
C) 20%
D) 25%
E) 5%

5. Umaalternativa de investimento é composta de um
fluxo de caixacomum desembolso de $20.000 no
inicio do primeiro ano, um desembolso de $20.000
no fim do primeiro ano e dez entradas liquidas
anuais e consecutivas de $10.000 a partir do fim
do segundo ano, inclusive. A uma taxa de 18%
a.ano, obtenha o valor desse fluxo de caixano fim
do primeiro ano.

A)24.940,86
B)11.363,22
C)5.830,21
D)4.940,86
E)1.340,86

6. Um empréstimo de $20.900 foi realizado com uma
taxade juros de 36% a.ano, capitalizados trimes-
tralmente, e devera ser liquidado através do
pagamento de 2 prestacdes trimestrais, iguais e
consecutivas (primeiro vencimento ao final do
primeiro trimestre, segundo vencimento ao final
do segundo trimestre). O valor que mais se
aproxima do valor unitario de cada prestacao €:

7.(ESAF) Umindividuo deve $181.500,00 venciveis

emt=6mesese $380.666,00 venciveisemt=12
meses. Para transformar sua divida em uma
série uniforme de 4 pagamentos trimestrais
postecipados em relagdo at=0, a juros compos-
tos del0% a.trimestre, o valor do pagamento
trimestral desprezados os centavos é:

A)$102.500
B)$118.207
C)$140.541
D)$136.426
E)$129.343

8. (BB/CESPE 2007) Um empréstimo de $20.000,00

foi concedido a taxa de juros compostos de 6%ao
més. Dois meses apos concedido o empréstimo,
odevedor pagou $12.000,00 e, no final do tercei-
romes, liquidouadivida. Nessa situagdo, toman-
do-se 1,2 como valor aproximado de (1,06)°,
conclui-se que esse ultimo pagamento foi supe-
rior a § 11.000,00. ( CERTO OU ERRADO )

9. Um fluxo de caixa é¢ composto de 10 desembolsos

mensais de $ 1000,00, sendo o primeiro no inicio
do primeiro més. E de 12 recebimentos mensais
de $2000,00, sendo o primeiro no inicio do 11°
més. Considerando juros compostos de 5% ao
més, determine o VALOR PRESENTE LIQUI-
DO deste fluxo de caixa no final do 9°més ( pode
aproximar o resultado ).

A) 14.000,
B) 13.000,
C) 5148
D) 8685
E) 9980

10. Determine o valora vistade umimovel que € pago

em 20 parcelas mensais e iguais a $§ 5000,00
sendo que a primeira é paga 5 meses apds a
compra. Considere juros compostos de 1% ao
més.

A)$10.350,00

B)$10.800,00 A) 90.227

C)$11.881,00 B) 100.000

D)$12.433,33 C) 95.000

E)$12.600,00 D) 85.000

E) 86.707

Gabarito ]
01. 6% 2)A 3)E 4)D S)E
6) C 7E 8) CERTO ( $11.280,00) 9) C 10)E

Prof. José dos Santos Moreira
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CALCULO FINANCEIRO

CUSTO EFETIVO DAS OPERACOES DE FINANCIAMENTO,
EMPRESTIMO e INVESTIMENTO

Consideremos um apartamento que custa a vista $ 100.000.
Uma pessoa compra este apartamento pagando 24 parcelas mensais de $ 5.287, sendo a 1* parcela

paga 1 més apds a compra.
Qual o custo real efetivo do financiamento?

ATENCAO

Nao podemos confundir o VALOR NOMINAL total pago, que ¢

24 x $ 5287 =95 126.888 com 0 CUSTO REAL EFETIVO

SOLUCAO
Usando a expressao [VA =X.an—i ]

100.000 = 5287 .an—i

100.000 = A0 1
5787

Mas € mais facil DIVIDIR por 1000.000, entao
0,05287 = —1

an — g

Recorrendo a TABELA FINANCEIRA 6, temos

N=24 —> 0,05287

O CUSTO EFETIVO foi de 2%a.més

para N = 24 parcelas

PROVA REAL

Vamos imaginar que o comprador combina para pagar TODAS as parcelas na DATA 24.
Sobre cada parcela incidira juros de 2% a.m, compostos.

O valor M a ser pago na data 24 ¢é

M 25287 [(1,02) 1] {M=MQMQN ]
0,02

No entanto, se fizermos 100.000 . (1,02)* teremos

M=100.000.1.0684372 >  M=160.843,72

( OBS: A diferenga se deve ao fato de que a parcela $ 5287 ¢ um valor “ARREDONDADO”. ]
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Portanto o custo REAL EFETIVO do financiamento foi 60,84% em 2 anos.
O que corresponde a uma TAXA EFETIVA ANUAL de

(1,02)"2 > 1,2682

[ 26,82%a.ano EFETIVO ]

ou

(x) = 1,60843
x =V/1,60843

x=1,2682

\, J

( Testes - Analise de investimentos )

01. (TCU) - O preco de uma mercadoria é $ 2.400,00

e o comprador tem um més para efetuar o paga-

mento. Caso queira pagar a vista, a loja da um

desconto de 20%. O mercado financeiro oferece

rendimento de 35% ao més. Assinale a opgao

correta.

(A) A melhor op¢ao € o pagamento a vista.

(B) Nao ha diferenca entre as duas modalidades
de pagamento.

(C) No pagamento a prazo, o comprador lucra,
no fim do més, $192,00.

(D) No pagamento a prazo, o comprador lucra,
no fim do més $ 210,00.

(E) No pagamento a prazo, o comprador lucra,
no fim do més, $ 252,00.

02. (CESPE) - Uma escola oferece as seguintes

opgdes para o pagamento da taxa de matricula,
quando efetuada no dia 5 de dezembro:

I - desconto de 10% para pagamento a vista;

II - pagamento em duas vezes, sendo 50% no ato
da renovagdo da matricula e 50% um més
apos, isto €, no dia 5 de janeiro.

Um pai de aluno nao quer ter lucro nem prejuizo,
optando por qualquer uma das duas modalidades
de pagamento, no ato da renovagao de matricula.
Para tanto, se optar por II, deve investir a dife-
renga entre os valores que seriam pagos em 5 de
dezembro nas modalidades I e I, em uma aplica-
¢ao financeira com uma taxa mensal de rendi-
mento de:

(A) 5%

(B) 10%

(©) 20%

(D) 25%

(E) 30%

Prof. José dos Santos Moreira

03. (CESPE) - O prego de um televisor de 20 pole-

gadas da marca Alpha ¢ R$ 400,00. O vendedor

propde aum comprador as seguintes alternativas

de pagamento:

I - pagamento em 30 dias, com acréscimo de 5%
sobre o prego de tabela;

II - pagamento a vista, com 4% de desconto so-
bre o prego de tabela.

Considere X como sendo a diferenca entre os

pregos do televisor para pagamento em 30 dias e

para pagamento a vista. Assim, X representa uma

porcentagem do prego a vista do televisor igual

a:

(A) 9%

(B) 9,25%

(©)9,375%

(D) 9,5%
(E) 9,725%

04. (CESPE) - Paulo quer comprar um refrigerador

e tem as seguintes alternativas:

I - a vista, por R$ 900,00

IT - em duas prestagdes mensais e iguais a R$
500,00, vencendo a primeira no ato da com-
pra;

IIT - em trés prestacdes mensais e iguais a R$
350,00 vencendo a primeira no ato da com-
pra.

Supondo que ele possa aplicar o dinheiro a uma
taxa de 4% ao més, assinale a opgdo que indica
as formas de pagamento, em ordem crescente
de vantagem para Paulo.

(A)I-1I-1II

(B)II-1-1II

O nar-1-11

(D) I - III - T

(E)II-MI-1
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0s.

06.

60

(CESPE) - Fernando possui uma quantia sufici-
ente para adquirir um aparelho de som, mas a
loja oferece trés formas diferentes de pagamen-
to:

I - a vista, com 20% de desconto;

II - em duas prestagdes mensais e iguais, com
10% de desconto, vencendo a primeira um
més apds a compra;

III - em trés prestacdes mensais e iguais, sem
desconto, vencendo a primeira no ato da com-
pra.

Admitindo que a taxa de rendimento das aplica-
coes financeiras seja de 3% ao més, assinale a
opecao que indica as escolhas que Fernando pode
fazer, em ordem decrescente de vantagem para
ele, isto €, da mais vantajosa para a menos vanta-
josa.

(A)I-11-11I
(B)1-1I-1I
(C)I1-1I -1
(D) -1-11
()N -11-1

(CESPE) - Julgue os itens que se seguem

(1) Um bem pode ser adquirido por 100 reais a
vista ou em 2 (duas) prestacdes fixas de 60
reais, a primeira devida no ato da compra.
Para o comprador, a segunda opg¢do sera
melhor que a primeira somente quando a taxa
de juros mensal for maior que 50%.

(2) Pressupondo que o mercado imobiliario este-
jaem equilibrio e que a taxa de juros real seja
de 10% ao ano e seja constante, o proprieta-
rio de um imével que conseguir 1.200 reais,
liquidos, de aluguel por ano, tera prejuizo se
vender seu imovel por quantia inferior a
1220.00 reais (considere que o aluguel possa
manter-se constante durante toda a vida do
proprietario).

(3) Sera indiferente, para um investidor, uma apli-
cacdo, com vencimento em 2 (dois) anos, que
lhe renda juros simples anuais de 10% e ou-
tra, com idéntico prazo de maturagdo, que lhe
renda juros compostos de 8% ao ano, capita-
lizados anualmente.

(4) Se em dado momento a importancia de 100
reais ¢ aplicada a juros compostos de 4% ano
a ano, capitalizados anualmente, ao final de 2
(dois) anos terd rendido a importancia de 8,16
reais de juros.

(5) Um demografo deseja determinar em que ano
a populagdo de certo pais dobrara. Pressu-
pondo que a taxa de crescimento demografico
seja constante e igual a 2% anuais, o
demografo tera de calcular o valor da razéo
log(1,02)

log2

07. (CESPE) - Uma alternativa de investimento possui
um fluxo de caixa com um desembolso de R$
10.000,00, no inicvio do primeiro més, outro de-
sembolso, de R$ 5.000,00 ao final do primeiro més,
¢ duas entradas liquidas de R$ 11.000,00 ¢ R$
12.100,00, no final do segundo e do terceiro me-
ses, respectivamente. Considerando uma taxa
nominal de juros de 120% ao ano, julgue os itens
a seguir.

(1) As taxas anuais, tanto efetivas quanto nomi-
nais, tém o mesmo significado e assumem va-
lores iguais quando se trata de fluxo de caixa.

(2) Os valores atuais de entradas liquidas, no fim
do primeiro més, somam R$ 20.000,00.

(3) A soma dos montantes dos desembolsos, no
fim do terceiro més, ¢ exatamente igual a R$
19.000,00.

(4) O valor atual do fluxo de caixa, no fim do
primeiro més, ¢ igual a R$ 4.000,00.

(5) No fim do terceiro més, o montante do fluxo
de caixa ¢ negativo.

Gabarito

01. C 02. D 03. E 04. D
05. A

06E-E-E-C-E
07.E-C-E-C-E
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SISTEMAS DE AMORTIZACAO

Toda vez que contrairmos uma DIVIDA, optamos por um sistema de pagamento que nos
permita AMORTIZAR essa divida, ou seja, DIMINUIR EFETIVAMENTE O MONTANTE DA
DIVIDA ATE QUITA-LA e, ainda PAGAR OS JUROS decorrentes dessa divida.

Existem muitas maneiras de quitar uma divida. Nos empréstimos a CURTO PRAZO (inferi-
ores a um ano), ¢ comum utilizar-se JUROS SIMPLES. J4 nos empréstimos a LONGO PRAZO
(prazo superior a um ano) sempre se utilizam os JUROS COMPOSTOS.

Em ambos os casos, 0s JUROS e a AMORTIZACAO propriamente dita, podem ser pagos de
diferentes maneiras. Ao efetuarmos um conjunto de pagamentos para quitar uma divida, os juros
podem ser cobrados antecipadamente, ao longo do periodo estabelecido para quita-la ou no final do
prazo. A amortizacio efetiva da divida também pode ser feita parceladamente ou no final do prazo
acordado.

Os sistemas de amortizagao mais conhecidos sao os seguintes:

SISTEMA DE AMORTIZACAO PROGRESSIVA — SISTEMA FRANCES OU SISTEMA
PRICE

Neste sistema a DIVIDA ¢ QUITADA através de um conjunto de pagamentos de N termos de
uma RENDA IMEDIATA POSTECIPADA.

Cada termo da renda (prestacdo) contém 2 partes:

Uma parte do valor destina-se ao pagamento dos JUROS e outra parte serve para DIMINUIR
o montante da divida, ou seja, para AMORTIZA-LA.

Neste sistema, todos os pagamentos sdo IGUAIS e periddicos. Embora o valor desse paga-
mento seja CONSTANTE, na medida que o saldo devedor vai ficando menor, os juros embutidos
em cada parcela diminuem e, automaticamente aumenta 0 VALOR AMORTIZADO em cada par-
cela.

EXEMPLO ALEATORIO

DIVIDA PAGA EM 3 PARCELAS DE $ 100

VALOR DA PARCELA | JUROS | AMORTIZACAO

1* PARCELA 100 40 60
2" PARCELA 100 30 70
3" PARCELA 100 10 90

Evidentemente, $ 300 correspondem ao VALOR INICIAL da divida (VA na data ZERO)
acrescidos dos JUROS.
O valor realmente emprestado foi INFERIOR A $ 300

\ ® O
ESQUEMATICAMENTE: (VA } 1 A!
: i | :
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EXEMPLO REAL

Seja uma divida de $ 600000, que devera ser quitada em 6 parcelas imediatas postecipadas,
anuais, consecutivas, periddicas e constantes, pelo sistema PRICE, a uma taxa de 10% a.a.

Como ja estudamos, o esquema € o seguinte:

T b b

onde X e o valor de cada parcela.

VA.(1+i)n — X'[1(1+I)N'1]
1

600000 - (1,1)¢ = X 11D -1]
’ 0,1

Isolando X, obtemos:

X =137.764,43

CALCULO DOS JUROS E DA AMORTIZACAO

Os JUROS sao sempre cobrados sobre o SALDO DEVEDOR, ou seja, MONTANTE QUE
AINDA E DEVIDO EM CADA DATA.

Portanto, na data do 1° pagamento (DATA UM)), os juros incidem sobre VALOR ORIGINAL
DA DIVIDA, ou seja, sobre o VA na DATA ZERO — que corresponde a TODA a divida.

Como nessa DATA UM, uma parte do pagamento serve para amortizar a divida, o SALDO
DEVEDOR diminui. Quando chegamos na DATA DOIS, os juros embutidos no 2° pagamento

serdo menores, pois eles serdo calculados sobre o saldo devedor na DATA UM e assim sucessiva-
mente.

No caso do nosso problema:

DATA UM
HJUROS NA DATA UM
Juros de 10% sobre o VA
J,=0,1 - (600000)
J, =5 600000
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$ 137.764,43

0 1 2 3 4 5 6

Ora, se o valor pago na data um foi $ 137764,43 ¢ $ 60000 correspondem aos JUROS, o
restante corresponde a AMORTIZACAO.

AMORTIZACAO NA DATA UM

Am, =137.764,43 - 60000

Am, =77764,43

SALDO DEVEDOR NA DATA UM

Pelo calculo exposto anteriormente vem que o SALDO DEVEDOR corresponde ao MON-
TANTE ATUAL DA DiVIDA em cada data.

SD, = 600000 - 77764,43 (valor amortizado)

SD, = § 552235,57

Portanto, na DATA UM a divida fica diminuida para o valor acima e € sobre o SD, que
serdo calculados os JUROS NA DATA DOIS.

| DATA DOIS

$ 137.764,43

JUROS PAGOS NA DATA DOIS

J,=0,1+(522235,57)

J, =52223,56

AMORTIZACAO NA DATA DOIS

Am, =137764,43 - 52223,56

Am, = $ 85540,87

(o)}
(@]




Matematica

SALDO DEVEDOR NA DATA DOIS

SD, = 522.235,57 - 85.540,87

SD, = $ 436.694,70

| DATA TRES |

$ 137.764,43

JUROS PAGOS NA DATA TRES

10% sobre o saldo devedor na data DOIS (data anterior)

J,=0,1 - (436694,70)

J, =43669,47

AMORTIZACAO NA DATA TRES

Am, = 137764,43 - 43669,47

Am, =94094,96

SALDO DEVEDOR NA DATA TRES

SD, =436694,70 - 94094,96

SD, = $ 342599,74

64
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| DATA QUATRO

$ 137.764,43

v

0 1 2 3 4

JUROS PAGOS NA DATA QUATRO

10% sobre o SD,

J,=0,1-(342599,74)

J, =34259,97

AMORTIZACAO NA DATA QUATRO

Am, = 137764,43 - 34259,97

Am, =103504,46

SALDO DEVEDOR NA DATA QUATRO

SD, = SD, - Am,

SD, =239095,51

Prof. José dos Santos Moreira
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DATA CINCO |

$ 137.764,43

JUROS PAGOS NA DATA CINCO

J,=0,1-(239095,51)

J, =23909,55

AMORTIZACAO NA DATA CINCO

Am,=137764,43 - 23909,55

Am, = 113.854,88

SALDO DEVEDOR NA DATA CINCO

SD, =239095,51 - 113854,88

SD, = 125240,63
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DATA SEIS

$ 137.764,43

JUROS PAGOS NA DATA SEIS

J,=0,1-(125240,63)

J =12524,06

AMORTIZACAO NA DATA SEIS

Am = 137764,43 - 12524,06

Am, = 125240,37

SALDO DEVEDOR NA DATA 6

SD, = 125240,63 - 125240,37

SD, = 0,26 = ZERO

A DIFERENCA DEVE-SE AOS ARREDONDAMENTOS
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TABELA

PARCELA | YALORDA! ;p0s |[AMORTIZACAQ | SALDO

PARCELA DEVEDOR
_ _ _ _ 600000
1"PARCELA | 13776443 | 60000 7776443 552235,57
2 13776443 | 52233,56 85540,87 436694,70
3@ 13776443 | 4366947 94094,96 342599,74
42 13776443 | 34259,97 103504,46 239095,51
50 13776443 | 23909,55 113854,88 125240,63
6° 13776443 | 12524,06 125240,37 0,26 = ZERO
TOTAIS 826586,58 | 226586,61 | 59999997

OBSERVACAO:

ANALISE DIRETA EM CADA DATA

Para analisar cada data DIRETAMENTE, basta achar o SALDO DEVEDOR na data
imediatamente anterior.

EXEMPLO

Considerando o exemplo anterior:

Determinar os juros € a amortizagcao no 4° pagamento.

1° PASSO | Vamos determinar o SALDO DEVEDOR NA DATA TRES, ou seja, APOS
PAGAR A 3 PARCELA ¢ ANTES DE PAGAR A 4* PARCELA.

O saldo devedor na data trés € 0 VALOR ATUAL na data trés (VA,) das parcelas que
FALTAM PAGAR (no caso, 4%, 5* ¢ 6%).

137.764,43 137.764,43

|
4

137.764,43

| | | ®
0 1 2 3

N = —
o L —
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Com ja estudamos
VA=X-a_
/3 parcelas que faltam pagar
_137764,43 - [(1,1)* - 1]
VA 0.1~ (LI}
3 periodos que restam do prazo
VA =$ 342599,75 = SD,
2° PASSO JUROS PAGOS NA DATA QUATRO
10% sobre 0 SD,
J, = 34259,97
3° PASSO AMORTIZACAO NA DATA QUATRO

AM, = 137764,43 - 34259,97

AM, = 103504,46

RESUMOS

{CALCULO DO SALDO DEVEDOR

E o valor atual (usando a tabela PRICE) das parcelas que FALTAM PAGAR.

VA=X" ami n = numero de parcelas que faltam pagar

ou |MONTANTE INICIAL DA DIVIDA - VALOR JA AMORTIZADO

1JUROS EM CADA PARCELA

E calculado sobre 0 SALDO DEVEDOR JIl =i. SDn_1

{AMORTIZACAO EM CADA PARCELA

TOTAL X da PARCELA - JUROS

AM=X-J

Prof. José dos Santos Moreira 69




Matematica

{1* PARCELA DE AMORTIZACAO

AM=X-i-VA,

{MONTANTE JA AMORTIZADO

1° METODO = DIVIDA INICIAL - SALDO DEVEDOR

parcelas ja pagas

a°Am)-[( )*-1]

2°METODO=M_ = :

| AMORTIZACAO EM CADA PARCELA A PARTIR DO

CONHECIMENTO DA 1° AMORTIZACAO

As parcelas de amortizagdo formam uma PG de mesma razdo i € 1° termo a, da PG
correspondendo a 1% parcela da amortizagao

NO EXEMPLO DADO
AM, = Am, - (1,1)*
AM, =77764,43 - (1,1)*
AM, = 113854,90 |
{PROBLEMA

Um financiamento de $100000 deve ser amortizado em 10 pagamentos mensais iguais, imedia-
tos, postecipados a uma taxa de 24% a.a. Pede-se:
a) Valor da prestagdo:
b) Juros na 1* parcela:
¢) Amortizagdo no 1° pagamento:
d) Saldo devedor ap6s 7° pagamento:
e) Juros na 4° parcela:
f) 5° quota de amortizagdo:
g) Amortizacao acumulada entre a 5° e 8 parcela, incluindo ambas as parcelas:
h) Juros acumulados até a 3? parcela (inclusive):
1) Montar planilha de amortizagao:

Gabarito
a) $11.133,00 b)$ 2000,00 ¢)$9133,00  d)$32105,35
e) $ 1440,99 f)$ 9885,85 0)$40745,61  h)$ 544837
D SALDO SALDO
DEVEDOR | PARCELA | JUROS | AMORTIZACAO | DEVEDOR
INICIAL APOS PGTO
100.000 11133 2000 0133 90867
11133 181734 9315.66 81551.43
11133 1631,03 950197 7204937
E ASSIM SUCESSIVAMENTE
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SISTEMA DE AMORTIZACAO CONSTANTE - SAC

Pelo SAC, o valor correspondente a amortizagdo em CADA PARCELA ¢ CONSTANTE e os
juros incidem sobre o saldo devedor. Como o saldo devedor diminui apds o pagamento de cada
prestacdo e a amortizagdo ¢ constante, 0 VALOR DA PRESTACAO REDUZ-SE AO LONGO DO

TEMPO.

O VALOR DAAMORTIZACAO DO EMPRESTIMO EM CADA PARCELA E CAL-
CULADO DIVIDINDO O PRINCIPAL EMPRESTADO PELO NUMERO DE PRESTA-

COES.

EXEMPLO

Divida de $ 120000, quitada em 3 parcelas anuais a 10% a.a.

pEvEDOR | AMORTIZACAO | JUROS | L5, G et o
— 120000 - - —
1° PAGAMENTO | 80000 40000 12000 52000
2° PAGAMENTO | 40000 40000 8000 48000
3° PAGAMENTO | — 40000 4000 44000

, L 120000
1° PASSO | Calculo da amortizagdo: Am = 3= 40000
2° PASSO [JUROS NO 1° PAGAMENTO:

10% sobre 120000 = 12000

3° PASSO | CALCULO DO 1° PAGAMENTO

40000 + 12000 = 52000

E assim sucessivamente.
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SISTEMA DE AMORTIZACAO MISTO — SAM

Pelo SAM, a prestagio é calculada pela MEDIA ARITMETICA da prestagio obtida pelo sistema
PRICE e pelo SAC.

EXEMPLO No caso anterior, se calcularmos a prestacao pelo sistema PRICE, encon-
tramos X = 48254. Entao

SAC PRICE SAM
1* | 52000 48254 50127
2* | 48000 48254 48127
3* | 44000 48254 46127
. 52000 + 48254
CALCULO DA 1* PARCELA SAM = 5 = 50127
SISTEMA AMERICANO

Sao cobrados juros SIMPLES periodicamente sobre o CAPITAL INICIAL e o principal ¢
pago na ultima parcela.

Empréstimo de $ 200000 a juros de 20% a.a. durante 3 anos.
200.000 40.000 40.000 40.000 + 200.000

[

SINKING FUND

Nao deve ser confundido com o sistema Americano. O que ocorre ¢ que ¢ comum aliar a
pratica do "sinking fund" ao sistema americano. O tomador aplica periodicamente um valor X, no
mercado de capitais para constituir o montante necessario na data da amortizagao do principal no
sistema Americano.

SISTEMA DE JUROS ANTECIPADOS

Comum nas operagdes de curto prazo. E, de fato, a inica forma de financiamento a juros
smples praticado atualmente no mercado financeiro brasileiro.

E o que ocorre no desconto de duplicatas. O comerciante entrega duplicatas com valor de
face de $120000 com vencimento para 4 meses, por exemplo.

Considerando uma taxa simples, de 5% a.més, agara 20% de juros. esse valor, $24000 ¢é
descontado no momento do negocio, de maneira que na verdade o comerciante recebe $96000
pelos titulos. No vencimento, o banco recebe o valor de face.

120000
O ganho efetivo do banco sera 96000 1,25 = 25%
Prof. José dos Santos Moreira
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METODO ALEMAO OU HAMBURGUES

Consideremos um capital C, emprestado em uma data ZERO. O tomador, no entanto, ndo
leva integralmente esse valor pois, no ato da negociagao, antecipa-se a cobranga dos juros calcula-
dos sobre o saldo devedor na DATA UM. A divida ¢ C mas o tomador s recebe (C - J)).

Essa divida sera paga em n parcelas IGUAIS.

A amortizagdo em cada parcela vai aumentando progressivamente e os juros vao diminuindo.

Na ultima parcela, ndo havera juros, pois eles sdo pagos sempre antecipadamente.

Na DATA UM paga-se a primeira amortizacdo e os juros sobre o saldo devedor na DATA
DOIS. Na DATA DOIS paga-se a segunda amortizagdo e os juros sobre o saldo devedor na DATA
TRES e assim sucessivamente.

EXEMPLO

Divida C, paga em 5 parcelas iguais

X X X X X

Divida ¢ ¢ * * ¢

1 1 1 1 | |

I I I I T 1

0 1 2 3 4 5
Jq A A, A, Ay Ag

J, Js Jy Js
Observe que:

- A divida é paga em 5 parcelas iguais a X.
- Na ultima parcela s6 ocorre amortizagao.

Generalizando, para uma divida paga em n parcelas:

saldo devedor na data um
DATA UM 1*parcela - T =A +i-(C-A))
—, —

J

2

DATA DOIS | 2"parcela > T,=A, +i-(C-A -A)
N ———
J

3

Ora, T, = T,, entéo:

A +i-(C-A)=A,+i-(C-A,-A)
A +i-C-i"A=A+i-C-iA -i-A

A=A, -(1-)

Repetindo a operagdo encontramos:

a,=a;*(1-1)
a,=a,*(1-1)
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Ou ainda:

Trata-se de uma PG de razdo

1
(I-1)

Portanto, a = a -q""' formula da PG

a

= T 1* CONCLUSAO

a

Ora, a ultima parcela ¢ o proprio valor X, portanto

a
X= —1_
a- l)n-l
Vamos, porém, isolar a, na 1* PARCELA (DATA UM)

X=a +i+(C-a)
X=A +i-C-i-a,
X—i-CZaI—i-al

Colocando a, em evidéncia, temos:
X-i-C=a, - (1-1)

Isolando a,, obtemos:

X-i-C 1* amortizacio

Voltando a equacao que denominamos 1* conclusao:

a
X= =i
1-i~!
o . X-i-C
Substituindo nesta equacdo a, por a-n
X-i-C
1o
X= ﬁ Dividindo as fracdes
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o X-ico
O I
g X-i-C
~ (L=

X-(1-iy=X-i-C
i-C=X-X-(1-iy

Colocando a parcela constante X em evidéncia:

i+C=X-[1-(1-i)]

Portanto

X i-C

1oy

que é a formula para calcular o valor constante das n parcelas.

PROBLEMA

Um empréstimo de $ 54200 ¢ negociado pelo sistema alemao a uma taxa de 10% a.a. para

ser pago em 3 parcelas. Calcule o valor X da parcela:

SOLUCAO
C =54200 < - i-C
i=10%aa = 0,1 110
" 0,1+ (54200)
X=: X= 770729
X =20000
54200 20000 20000 20000
t \ ¥
1 | | |
1 1 1 1
0 1 2 3
{ A +Y, At A,
5420
Para calcular a 1? parcela de amortizagdo, fazemos:
X-i-C 20000 - 5420
a, :W a, = — 09 a, =16200
a,= (Ta-]i_) e assim por diante

Prof. José dos Santos Moreira
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PARCELA | JUROS | AMORTIZACAO | SALDO DEVEDOR
0 J1 =5420 - 54200
1 12 =3800 a, = 16200 38000
2 13 =2000 a, = 18000 20000
3 : a, = 20000

PLANO LIVRE DE AMORTIZACAO

A amortizagdo ¢ livre e paga-se, em cada entrega, os juros sobre o saldo devedor.

EXEMPLO

Uma divida de $100000 sera paga em 4 meses com parcelas variaveis.
Taxa de 5% a.més.

{1° MES

Amortizagao — $ 15000 ”Valor pago $20.000
or — $5000

juros sobre o saldo deved

12° MES
Amortizagao — 40000

juros sobre o saldo devedor — 0,05 - (85000) = § 4250
TOTAL PAGO — $ 44250

13° MES
Amortizagdo — 25000

juros sobre o saldo devedor — $ 2250
TOTAL PAGO — $ 27250

14° MES

Amortizacao — 20000 U valor pago $ 21.000

juros sobre o saldo devedor — $ 1000

n | Amortizacdo | Juros Valor da parcela Saldo devedor
0 — — — 100000

1 15000 5000 20000 85000

2 40000 4250 44250 45000

3 25000 2250 27250 20000

4 20000 1000 21000 ZERO

PROBLEMA PROPOSTO
(AFNT/85) - Uma pessoa obteve um empréstimo de $120000 a uma taxa de juros compostos de
2% a.m. que devera ser pago em 10 parcelas iguais.

O valor dos juros a ser pago na 8 parcela é de
a)$5 b)$si c)$518 d)§$5187 e)$770

RESPOSTA: E
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RESUMO DE RENDAS

M=X.ou M=X[(1+0)-1]
1l

M = Montante de “n” pagamentos a uma taxa “ i “ expressa na forma decimal /MEDIATAMENTE
apos o ultimo deposito.

OBS. Se apos o Gltimo deposito o dinheiro continua depositado ele continuara rendendo JUROS COMPOS-
TOS como se o montante M fosse o capital inicial de um tnico deposito Cuja data zero ¢ a mesma
do ultimo deposito.

| VA = X.ami | Unica formula para todos os tipos de renda, desde que seja entendido que VA é o
valor atual de “n” depdsitos a uma taxa “ i ” no instante IMEDIATAMENTE ANTERIOR ( 1 periodo
antes) do 1° pagamento.

T
-— o

Po R A

K PERODOS
PO = Precgo a vista na data zero ou valor financiado.

€6 .9

VA = Valor (1 periodo antes da data do 1° pagamento) de “n” parcelas iguais e consecutivas

RELACAO ENTRE PO ¢ PA = | VA= PO.(1 +i)*

“Para ir de PO até VA = EMBUTE
Para voltar de VA até¢ PO = DESEMBUTE”

OUTRAS EXPRESSOES EQUIVALENTES

va X [ +i)-1] K—va. L
i(1+ 1) afli
xX=YA
afli

RESUMO DE TAXAS

(1 +i)" = TAXA EFETIVA | Relagdo entre taxa nominal “ i “ e taxa efetiva

R interpretada a partir do “balconista”
Exemplo
A taxa nominal de 10% a.trimestre com capitaliza¢do trimestral tem a seguinte taxa efetiva
anual.
(1,1)* = tx.efet.

1,4641 interpretando = 46,41a.a efetivo
W—‘

Prof. José dos Santos Moreira
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TAXAS EQUIVALENTES

(1 +i)"

mesma tx. efetiva a+i)"=a+i)"

(1+1i)*

Taxas equivalentes sdo aquelas que por caminhos diferentes produzem o mesmo crescimento
efetivo do capital.

PROBLEMAS DE RENDAS

0l. X X X X

1 12.000 v v v v

0 1 2 3 4 5 6 7
Um financiamento de $12.000, tomado na data zero, é em 4 parcelas mensais, iguais e
consecutivas, sendo a 1°paga no final do 4° més. Sendo a taxa de 24% a.a com capitalizacdo
mensal, determine o valor da parcela.

02.

Um carro de $20.600 é comprado na data zero. O pagamento é feito através de 8 parcelas,
mensais, iguais e consecutivas sendo a primeira no ato da compra. Tomando como base uma
taxa de 3%a.m de juros compostos, calcule o valor da parcela.

03. P AQ00 4000 4000 4000 4000 4000 4000
il v v v v v v v
| | | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [ |
0 1 2 3 4 5 6 7

Uma mercadoria cujo prego a vista (na data zero) é P, é paga em 7 parcelas mensais, iguais e
consecutivas, sendo a 1°parcela paga 1 més apos a compra(imediata postecipada). Se o valor
de cada parcela é $1000 e os juros compostos de 5%a.més, calcule o prego a vista de P.

04.

Uma mercadoria de prego a vista P é paga da seguinte forma:
a) $ 3000, 1 més apos a compra.
b) $ 5000, 2 meses apos a compra
¢) 6 pagamentos mensais, iguais, consecutivos de $ 2000, sendo o 1° desta série uniforme
feito no final do 4° més. Considerando i = 10% a.m, determine o preco P.
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0. 5000 1200 8640 1000 1000 1000 1000
N S S
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Uma mercadoria de preco P na data zero, é paga da seguinte forma:
- Ato da compra = $ 5000.
- 1 més apos a compra $ 1200.
- 3 meses apos a compra $8640.
- E mais 4 parcelas mensais, consecutivas, iguais a $ 1000, sendo a primeira no final do
5°més.
Considerar juros compostos de 20 a.més.
Qual o prego P?

06.

Um empréstimo de $ 60.000 na data zero, é pago da seguinte forma:
a) $22.050 no final do 2° més.
b) Série de 5 pagamentos mensais, iguais e consecutivos, sendo o primeiro no final do 4°
més.
Considerando a taxa de juros compostos de 5%a.més, calcule o valor x de cada parcela da
série uniforme.

07.

Uma mercadoria de prego P, na data zero, é paga em 5 parcelas imediatas ANTECIPADAS,
de $1000. Calcule o preco P para uma taxa composta de 4%a.més.

08.

Um bem de valor P na data zero, é pago de acordo com o fluxo de caixa da figura.
Considerando juros compostos de 10%a.més, calcule o valor P.

09.

A mercadoria de prego P é paga de acordo com o fluxo de caixa acima. Considerado uma taxa
de juros compostos de 3%a.més, determine P.
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10.

Uma compra no valor de 1.000.000,00 é paga com uma entrega de RS 667.093,14 no final do
2°més a partir da data do negocio e 4 parcelas mensais iguais a partir do inicio do 5° més.
Considerando uma taxa composta de 2% a.m., determine o valor da X parcela de rendas

certas.

RENDAS - SOLUCOES

1) VA é o valor atual 1 PERIODO antes do 1° pagamento. Portanto o 1° passo é “embutido” o preco
até a DATA TRES.

12.000. (1,02)° =VA
VA= 12.734,50

VA =x.anli
12.734,50 = x.a 14,,,

x=12.734,50 . 1
P

x=12734,50 0,26262

x =3344,34

VA 20.600

> 8 0

Vamos “desembutir” VA para a data “1 periodo” antes do 1° pagamento

VA=20.600
1,03
VA=20.000 VA=x. a
Resolva vocé apartir daqui.

3) P=VA (imediata postecipada)
P=1000.a5,, Resolva voce!

4) A série uniforme nos da VA na data trés.
VA =2000.a 5,,,
VA =2000. 4,35526
VA=8710,52

Prof. José dos Santos Moreira
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Nosso fluxo de caixa fica:
3000 5000  8710,52
P
4 v v
|
[
o

|
1 1
1 2

wT €«

Agora, devemos “desembutir” até a data zero pelo critério do desconto racional
composto
P=3000+5000+8710,52
L1 121 (11

5)
P =5000+ 1200 + 8640 + VA
L2 (L2} (1,2

6) 60.000-22.050 = saldo devedor na data zero

(1,05)*
60.000 - 20000 = 50
40.000 é saldo em zero
40.000 VA \/
| | | | | |
0 1 2 3 4 5

VA=40.000 “embutido” 3 meses
VA =4.000. (1,05)

46305 = x.a s Resolva!

7)  P=1000 + VAde 4 pagamentos
P=1000+x.a 3,
P=1000+1000.3,6299
P=4629,90

8  P=2200+2420+ 5324
L1 (L1 (11)

9)  Desembutindo 20.600 para zero

20.600 20.000

—_

1,03

VA = (data dois) —» VA=10.000.a

VA =45.797,10

P =20.000+45.797,10
(1,03)
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10) 1.000.000 =667.093,14 + VA (data trés)
(1,02)* (1,02)
VA = (data trés) = X.a 3,

calculando ou pela tabela temos:
Portanto a_ = 3,80773

"

1.000.000 = 667.093,14 + X.3,80773
1,02’ (1,02

Multiplicando todos os termos por (. ],02)3

1.000.000 (1,02)' = 667.093,14 .(1,02)" + X.3,80773. (1,2)"
(1,02)° (1,02)’

1061208 = 680435 + X.3,80773 X=100.000

(_ PROBLEMAS DE TAXAS )

1) Determine a taxa efetiva anual, com capitalizacdo bimestral, correspondente a taxa
nominal de 60%a.a.

2) Determine a taxa nominal anual correspondente a taxa efetiva de 69%a.a. com
capitalizacdo semestral.

3) Determine a taxa nominal anual correspondente a taxa efetiva de 107,36 %a.a. com
capitalizagdo trimestral.

4) Determine a taxa nominal anual com capitalizacdo semestral equivalente a taxa nominal
de 40%a.a. com capitalizacdo trimestral.

Taxas - Solucoes

1) 60%aa —» 5% a.bimestre —p»  10%a.bimestre

(1,1)% = Tx. efetiva

1,771561 portanto 77,1561 %a.a efetivo
2) ( )" =Tx. efetiva
Em 1 ano existem 2 semestres, portanto:
x’ =169
x = ,/1,69
x=13 30% no semestre 60%a.a nominal
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3)
() =t efetiva

1) Como em um ano ha 4 trimestres, entdo n = 4.
2) No parénteses, colocamos a incognita x.
3) Uma taxa efetiva de 107,36% a.a. significa que o capital inicial (100%) cresceu
107,36% chegando a um montante que representa 207,36% do capital inicial
ou, 207,36% a correspondem na forma decimal a 2,0736.
Assim

(x)* =2,0736

x=14/2,0736
Que significa crescimento de 20% ao trimestre, ou seja,

80% a.ano (nominal).

9
X)2 = (191)4
x* =1,4641
21% no semestre
x =4/1,4641 42% a.ano (nominal)
x=121
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83




£
§

e S

€z m

2z §

¥ A7)

0z 3
kS

g
S

b

9l Dr.

Sl

vl

£l

4

Ll

0l

6

8

]

9

S

v

€

z

I

LLOOBTYS  +T8SLTIT S896V°6L 661€0°S9 T0601°ES 6TLOT'EY THIET'SE 8ISTI'8T T1TTITET 6088L'ST €98LI'ST 9I6ETTI €L6V8°6  8OIT6L SIIPE'9  LETLOS €68V0°v OISTTE  0E€€9S'T  6LTEOT ¥P09T  €L69T'T 9ILTI'I
SO6ESLTY  6S90V°69T  LELYT'99 €L8F9FS €9L00°SH €TI00°LE TTILEOE 9PT168°PT 8ST9E0T €99T9°9T SETSS'ET LTITOTT OEVS6'8 L8LST'L 9PIL8'S €SOPLY SLOTI8'E TSILOC TLYOV'T 6SEL6'T 069LST 9ILST'T SSITI‘T
68€81°1CE  LTSTS'SET $I90T'SS TE€ETE'SY 90THIBE STOTI'TE OYIST9T SLYYY'IT vOT98°LT €8EILYT T€00I°TI LSEE6'6  LTOVI' 098599  +SIEH'S 0POSHy #SE09°C  9TST6T TH69ET O1916°T  86SKS'T  TLYPT'T  L6STI'I
€S¥90°LYT  TTOTY'8OT TISO0'9F TOT6S8E 8LETETE SSEE0'LT SYPLSTT TSTTY'8T 8SL99ST 601TO'ET S8EO8°0T LIGK6'S STOOK'L 188019 €8€€0°S 9SOPIY  9S66€°C  96S8LT LL8LT'T 6T098°T L9SIST 6ETETT  THOIT'T
79670°061  L19EL°98  09LEE'SE THOTYTE €0EL6E°LT 09SOLET 9LO9Y'61 #S99€°91 6FEFL'EL 60ETS'TL 6T9%9'6  1€790°8 0SLTLO  1¥¥09'S  96099°% 89698°C  #1L0T'E 0EES9T TII6IT 119081 S6S8FT  610TCT  06¥01°1
€0T61°9FT  +688€°69 0086 1€ TIIST'LT vrYITET 8E8YL'GT TSILL'OT LLIETHT 69SSOTI THLOI'OT 9LTIO8 EEITL T6SIT°9  99IHIS  OLSIEY €S9T19°C  09STO'E  S69TST $8901°CT TSESLT I89SHT  T180T'T 0F660°T
I¥SSHTIT  STIIS'SS  €E€€T9°9T TS006°TT STELY'6L S68L89T ISTOV'FI SPSLETI LISLS'OT LTPTO'6  L66S9L SSEPS'9  T66SS'S TILILY T0966'C  €66LEC HEVSS'T T990FT TSSTOT €¥TOL'T  STSTH'T  SI961°T  €6£60°1
91+0S'98  T680VPY  T1981°TT €I¥PT'61 STTLIOL 9¥ITHPT 8ILIVTI 9TIIL'OT 9YILT'6  80986°L 09989 60S68°S LybSO'S €9LTEH TOOOL'ES T8SSIE LLT69'T TOT6GTT 06LY6'T S8TSO'T  HTOOY'T OEYSI‘T 648801
991%S°99  FILTS'SE  €¥88F'8T YSILIOT TO6TI'FI 0LOEETI 008FLOT TILSE'6  STLEL'S  €EL90°L 6L0E19  6801€S  L6VOSY 1€0L6E  ¥6STY'E 91TS6'T  SEOPST L8T8I'T 86TLST ILVO9'T  6LTLE'T 8STLIT  LOESO'L
68S81°1S  TLITY'8T  TOLOY'ST €S68S°ET SLELGTT TLBES'OT TSSIT'6 90LEI'8 VOLEIL LTYST'O LSELV'S 6SP8LY STLLI'Y  8KTYI'€ LITLI'E €06SLT 9S96€°T  €68L0T $6008°T L6LSST L8SYE'T  L609T°T  89LLO'T
9LELE'6E  LELEL'TT 8I6E8TL LLOIFIT ¥TLPI'OL SPLOO'6  TSL86'L 1LSLOL SEI9T9  SLPES'S T1L88F HHOIEY OSLOL'E ELIFE'C 61LE6'T €SSLST 0609TT €66L6°T 8IIELT 6STISTT 8¥6IET  L¥6yIT  TETLOT
1SL8T0E  68681°8T  TE669°01 SP96S6 96658  89869°L 6LS889  6LTST'9  I¥T6Y'S 108687 6VE9Ey 8TEVY'E  LTTSK'E 08S90°C  TI6ILT S860Y'T €6TETT S9S88T  LOS99'T €S89V T 19€6T°T 608EIT  66990°T
6086T°€C  TOISSHI 019168  +TP90°8  6SL8T'L  L0O08S'9 €09€6°S STOSE'S O06LI8Y TSYEE'y 86S68°C  SP86Y'E €V8EI'E 99TI8T LIBIST 61TSTT 0TTIOT 98S6LT €0T09°T 9LSTHT ¥T8IT'T  €89TI‘T 891901
091T6°LT  €SI¥9'TL  800EY'L L99LL9  €6SLI'9  66£T9S 9TLII'S 6£TS9'y  €TITTHy  98SE€8°C  SSBLY'E  9LISI'E TIES8'T €H08ST HIIEE'T S8KOI'T 0€868°1 HEOIL'T SHOEST  €TYSET  LECHT'T LISII'T  0F9S0°1
G8SBLET  €TEIE6  YLIGI'O 89V69'S +BEET'S  €8908°v  vrIIv'y 9SSHOy  TTLOL'E LSP6E'E  S8SOI'E  THOE8T PLE6S'T 9ELIET TO8SIT SILIG'T S806L'T  688T9°T  HTOS8Y'T  TOEPE'T 6681TT TOVOI‘T  +IISOT
0S709°01  8SOSF'L  8L6SI'S SHPSSL'Y  SYSer't  0F801%  96T08°C  88LIS'E S6IST'E  #OF00'E 80ELLT +08SST S6LSE'T 68ILIT 00666'T 9¥SEST 876891  €EISS'T  IEETHT  LLVOET  60S61°T  69€60°T  16S+0°1
TELST'8  9P096°S  T866TY 6EITOY  988SL'E  SPIIS'E IP8LTE  TO6S0'C 6STS8T ¥H8SI'T  96SLYT ¥SHOET 6SEPIT 9ST66'T  €60S8°T  6ISILT  S8E6ST  9PLLYT  LS89E'T  LL99TT 99TLIT 98T80O°T  1LOVO'I
S8YLT'9  LESIL'Y  81€8S'E  TEOLE'C LPSSIE  HTIOO'C TTITS'T <TO099T LTTOS'T 19TSET 8901TT 919L0°C TL8YG'T +08T8T T8EIL'T 8LSO9'T  €9€0S'T OILOFT €6SIET L86TT'T 698¥I°T  +ITLO'T  €SSE0°T
18978°%  OLPI8C  86S86°C 9L6ES'T SS669T 91S9ST  OPIEHT 90EIET L6V6IT S6180°C TBELGT  THOL8'T OSILLT OILLYT L898S'T  €LO0STT TS8IFT OIOVET TESIT'T SOP6I'T  9I9ZIT  TSI90T  8EOEO'I
€6TIL'E  9LISO'E  TE88Y'CT SE98E'T 9LL8TT SPTOI'T #EOOI'T 9EII0T IHSTOT  +HTP8'T  HETIL'T  90S89°T  ISOI9T  T98ES'T  €€69F'T  SSTOV'T  €T8EE'T  8TILT'T S99ITT  LT6SI'T  8OFOL'T  T0ISO'T  STSTO'T
019S8°C  I¥IPPT  09€L0°T +ESO0°T 8LSE6T 68EL8'T 90181 T06VL'T 9688917 LPOEY'T TSELST LOSISTT OIP9F'T 8STIHT  6V09E'T 080T1€T 8¥T9T'T ISSITT 98691°T 1SSTI‘T  €4T8O'T  090KO°T  STOTO'I
00L61°CT  €I€S6T  008TL'T 9T1S89°T  €0EV9'T  19109°T 0609ST 880TS'T ¥SISYT 06THF T  €6VOVT  €9L9€T  00IEE'T €0S6TT IL6ST'T +0STTT TOI6I'T  €9LSTT  98VTI‘T  €LT60°T  ITI90T  0L0E0°T  80STOI
00069°1 0ST9S'T  000¥F 1  OI9I¥' T  OVT6E'T  0689€°T 09SFET  0STTET 0966T°T 069LT'T OFPSTT  0I1TET'T  0001TT  OISSIT 09911  06F¥I‘T  09€TI'T  0STOI'T  09180°T 060901 0¥0¥0°T  0I0TOT  €0010°T
0000€°T  000STT  0000T'T 0006I°T  0008I°T 000LI‘T  0009TT 000SI‘T 000¥IT 000EI‘T 000ZIT 000TIT 0000I‘T 00060°T 00080°T 000L0T 00090°T 000SOT 000¥O'T 000E0°T  000ZO'T  000TO‘T  00S00°
%0€ %S¢ %02 %61 %81 %Ll %91 %G1 %vL %EL %CL %L1 %01 %6 %8 %L %9 %S %Y %€ %2 %l %S 0
‘oporrad oe ¢/, 1 9p eisodwos sonl
op exe) wod ‘sopondd u sode ‘) [e1rdes op oyuownsaAur 0peINSAI b A dJuLIUOW O B[NO[R)D)

S I+ 1D -D=N

£

m [ B[oqeL SDA122UPUL SP]IGD]

84




Matematica

¥8100°0  TLPOO'0  8STIO0 8ESI00 €8810°0 OI€TO0 8€8TO0 €6¥E0°0 SOLHO'0 €TESO'0 88S90°0 0LIBO0 €SIOI'0 OFITI'0 OLLSI'0 SIL6I'0 869¥T0 LOOIED TIO6E0 €616V°0 TLITO0 LSLSL'O 61L88°0
6€200°0 065000 60S10°0 0€810°0 TTTTO'0 TOLTOO T6TEO0 LIOKO'0O 116¥0°0 #1090°0 6LELOD 69060°0 891110 SLLEI'D TEOLI'O S60IT0 0S19T°0 LSSTED €LSOF'0 6990S°0 91¥E€9°0 +PS6L'0 T9I168°0
11€00°0  8€L000 11810°0 8LITO0 TTYTO'0 TIIE0'0 618€0°0 0THY00 665S0°0 96L90°0 ¥9TSO0 L900I0 S8TTI'0 8I0SI0 ¥6E8I‘0 1LSTTO ISLLT'O SSIVED 961TH0 681TS0 ¥89¥9°0 OVE0S'0 80968°0
SOY00°0  TT600'0  YLITO0 16STO0 ¥60€0°0 669€0°0 0EYPO'0 €I€S0'0 €8€90°0 089L00 9ST6O0 PLITI'0 €ISEI'0 OLEIT'0 99861°0 ISIPT'O 91¥6T0 ¥6SSE0 €88EY'0 SSLES'D 8L6SY'0 €YIISD 950060

9ZS00'0  €ST10°0  809Z0°0 +80E0°0 1S9€0°0 8TEFO'0 6E1S0°0 OT190°0 9LTLO0 8L9S00 LIEOI0 €OVTI'O ¥98FI0 E€V8LI0 SSPITO THSST'O OSIIE0 689LED 6£9SH0 89€SSO L6TLID ¥S618°0 90S06°0
¥8900°0  I¥YI10°0  0E€I€0°0 0L9€O'0 80EYO'0 +¥90S0°0 196S0°0 LTOLOO S$6TS00 90860°0 19110 89LEI'D 1SE9I0 6¥P61°0 ILIET'O 1S9LTO I1SOEEO €LS6E0 YIVLY'O0 6TOLS'O €4989°0 ¥LLT8D 6S606°0
68800°0 108100 9SLEO'0 L9EYO'D €80S0°0 ST6SO'0 +1690°0 18080°0 9SH60°0 I8OIT'0 YOOEI0 T8TSI'O 986L1°0 6611T°0 STOST'O 98S6T0 YEOSED TSSIFO €9€6v°0 6EL8S0 9T00L0 TO9E8°0 ¥I¥I60
9G110°0  TSTTO'0  LOSYO'0 961S0°0 866S0°0 TE690°0 170800 £6T60°0 08LO10 TTSTI0 +9SPI'0 €9691°0 ¥8L61°0 LOIETO LTOLT'O LSIIE0 9EILED O0L9EP0 LECIS'O TOSO90 9IPIL0 8EVP80 1L816°0
€0S10°0  SISTO'0  60¥SO°0 ¥8190°0 8L0L00 011800 +0E60°0 98901°0 68TTI'0 0SIYI0 TIEII'0 6T8S1°0 €9LIT0 L8IST'O 6816T°0 €L8EE0 S9E6E0 118SH0 16EES0 LIETI0 SYSTL'O T8TS8D 0EET60

¥S610°0  8ISE0°0  16¥90°0 6SELO'0 TSE80°0 68¥60°0 €6L01°0 68STTI'0 OIOVI'0 686S1°0 OLTSI'0 0060T°0 6£6€T0 YSYLT'O TSIE'0 SYTIE0 LTLIF'O TOISH0 9TSSS'0 981490 T10EYL'0 SE198°0 T6LT6'0
0¥STO'0  86€V0°0  68LL00 LSL80°0 S$S860°0 TOITI'0 0TSTI'0 €EIVI‘0 1L6SI'0 890810 TOVOT'0 661€T°0 €EE9T0 ST66TO 9YOVE'D TSLSE'D 0E€THYO LOSOSO SYLLSO TIT99°0 88LSLO 96698°0 9STE6D
20€€0°0  86¥SO°0  9¥E60°0 1THOI'0 6T9T1°0 686TI°0 €TSYI0 €STIT°0 LOTSI0 9I1¥0OT'0 LI6GTTO ISLST'O 9968T°0 819TE0 0LLIE'O 96¥IF0 ¥889F°0 TEOLS'O LSO09°0 $6089°0 €OCLLO 998L8°0 TTLEG'D
T6TPO'0  TL8900  9ITII'0 00TI‘0 TTLEI'O LOISI'O 9¥891°0 16981°0 9SLOT'O I1LOET'O 899ST0 $8S8TO €981€0 €SSSE0 I1L6E0 10VPY'0 L696V0 89SSO 09¥T9°0 8ETOL'0 6¥88L0 SPL8S'O 161¥60
08SS0°0  06S80°0  6SPEI‘0 LSLPI'0 TO6I9I'0 ISLLIO TYS61‘0 v6YIT'0 TI9ET'0 0L09T°0 8PLST'O 8TLIE'D 6¥0SE'0 €SL8E'0 888TY'O 60SLY0 6L9TS0 89¥8S0 8S6v9°0 THTTL'O 9THOS'0 TE968°0 199t6°0

PSTLO'0  LELOT'O  ISI9I'0 09SLI0 90161°0 ¥080T'0 899TT0 SILYT'0 ¥LE9T'O 6SY6TO LO6ITED SITSED PSSSE0 IHTTHO 61€9F°0 SES0S'0 6€8SS0 16€19°0 9SSLI°0 60VFLO SEOTS0 6TS06°0 SEIS6D
0€¥60°0  TTYEI'0  18€61°0 L680T0 9¥STT'0 OPEVT'O S6TIT0 9TY8T'O 1SLOE'0 88TECO 1909€0 TO606E°0 OIVTH0 €v09F0 STOOS'O €6EYSO 061650 19¥F9°0 6STOL0 THIIL'0 9L9€8°0 +EVI6D 01956°0
6STTI'0  LLLIT'0  LSTET'O LISYT'O ¥099T°0 8LYST'O €0SOE0 069TED 9S0SE'0 9I9LED 88E0V0 €6EEH'0 1S99¥°0 LS10S0 LTOVS'O 10T8S0 1¥LTI0 +89L90 690EL°0 I1¥6SL0 6VESSD SYETOHD 680960
LE6ST'0  TL6OT'O 806LT'0 TOS6T0 €6E1E°0 0TEEE'D €8ESED VOSLED ¥966€0 90STH'O SETSYO 9918F°0 9IEISO €OLYS0 6VESS'O SLTTI0 90S99°0 S90IL0 TGE6SL0 60EI80 9SOLS'0 TLTE6D 69596°0
8IL0T°0  ¥1T9T0  06VEE0 PITSE0 €HOLED ¥86SE0 PHOIF'0 €ETEV'O 6SSSH0 TEOSHD €990S°0 YOVES'O L¥bIS0 LT96S0 LIOEY'D ¥E€999°0 96¥0L0 TTOVL'O T1€06L0 8YLESD L6L8S'O SOTK6'0 TSOLGO

€€69T°0  89LTE0  8SI0Y'0 SO61F0 TILEV'O T19SP0 TI19LV°0 SIL6V0 LEGISO 9LTPS'O €VLISTO SPE6S'O T60TI0 £66¥9°0 8S089°0 66TIL0 9TLYLO €SE8L0 €61T8°0 19798°0 €LS06°0 LYVIS60 LESL6O
€10SE°0  0960¥°0  STTSY'0 LIS6Y'O 6LSIS'O SIEESO 6TTSS'O SLILS'O 80T6S0 TEEIO0 TSSEI'D €L859°0 10€89°0 E€VSOL'0 €0SEL'D 06TIL0 60TOLO 0LTTS0 08YS80 6¥888°0 S8ET60O 86096°0 STOS60
LISSY'0  00TIS'0 OLSLS'0 TPE6S'0 €9809°0 LEYTI'0 990¥9°0 TSLSI'0 L6VLI0 SOL69°0 SLITLO 61T€L°0 T€ISL'O SITLLO €8E6L°0 0£918°0 T96€8°0 #8980 00688°0 ¥ISI60 TETYO'0 6S0L60 S1S86°0
TLI6S'0  000¥9°0  vhP69°0 9190L°0 SISILO ISOEL'0 9IEPLO PI9SLO LV6IL'O SIESL'O 61L6L0 TIII80 SIT80 891¥8°0 ¥ELSS'0 HPEL8'D 000680 €0L060 9SHT6O 09TH60 LIT960 0£086°0 L0660
€269L°0 000080 €£€£€8°0 ¥EOVS0 9PLPS'O OLPS80 LOTIS'0 LS698°0 61LLS0D 96¥88°0 987680 060060 606060 E€VLI60 €6ST60 8SPE6'D OPEV6'0 8ETS6'0 ¥S196°0 L8OL60 6£086°0 010660 TOS66°0
%0¢€ %S2 %02 %61 %81 %L1 %91 %S b %Vi %€l %2l %LL %01 %6 %8 %L %9 %S %V %€ %2 %l %S 0

NI+1)D0 W
I

-

C BIPqEL

85

o 2

- N O ¥ 0 O N~ ©

Prof. José dos Santos Moreira




S8

er 22§

- N O T W
- - - - -

(=]
-

- N M < 0 O N~ oo O

Prof. José dos Santos Moreira

LST009081  S6TEOEP8  ¥Tv8YTOE  0SOI0LEE  8¥P61"68T LSLOSYT 19LL6CIT ¥BLITTBI T98SI'ST LYIEBIET HTSSIBIT SIVLITOL €ELO6V'S8 I868LOL 9LYIL99 L99LISS 8SSIS0S 00T0OSHY 09T80°6E LYITHYE 98ITHOE 9IVEL6'9T 96IEH'ST
ISE9V"88ET  9€9T9EL9  989€T°9TE  9LIIETRT  S898YHHT YEIOSTIT SET09°E8T 8EILTGST YOL6TSET ¥Y8HOTOTI 68T09F01 S88LYIT6 TOEHS6L POIES'69 0EE68°09 YIIEH'ES €8566'9F SYOEH Ty 68LIY9E 8STSHTE 96V88T 0E9IL'ST OMOIEHT
€96LTLI01  GOI0I'SES  TLOSO'ILT 9VBEFOST GLYVEQOT 60TLIO81 66PIHLST POIEILEN O0OEHOTI 1016v'S01 8STOSTO IEVITIS SLTOVIL PEELT OLISY'SS PLSOO'GL 6TT6E'EH 1TSOSSE LOLYTHE SLOSSOE 8686TLT 6SILYHT Erbol'ec
0IS1T’0C8  L8089°6Cy (09STOGTT HLYS'L6T 00ITOVLI YSSEI'EST ISOV8YEL TIOISSIT THRILYOI T669VT6 ¥L69T8 +ISOTTL 0ST00HY €SHIL'S T6TTH0S SIS98TY €LT66'6E STOIL'SE 0T696'TE 6V9L9°8C TEEBL'ST 6I6ETET 10¥80°TT
9rS91°0€9  OLKY6'THE 00889981  TOSIV'SIL  L6LTIOPI +6TEO0ET SLOLESIT 8SEVFTOI €6VT0°16 €89M6108 +HTSOTL €8T0CHY 00SLTLS TIOIIIS 96I9L'St 67S6607 6SS8L'9E S6S90°CE 808LL'6T LELOLS'9T LEL6TYT 00610°TC CTI6L60T
EVELO'E8Y  OLSSSELT 000VLYST OF99I'SEl  ESEIV'ETI 9SYSTOIT €7€09°86 I8IIT'88 €7696'8L IW6VLOL 896E7'€D 6V6E6'9S 606SITS 98I0y 9TOVH' Iy 96SLE'LE 6G6SLEE 006ES0E €TILY'LT L8ITIST 9SOV8TT 06018°0T TLOLS'6I
TOBISILE  09PO'BIT L9911°8TI  88S9TSIL  8TOPLEOL [9S0V'E6 TLOVITS 9EIE8'SL LOVOERY PISTLIY IL6VLSS 16S6E0S LI66SSy YEIOE Ty HTOSKLE €0666°CE S9S06'0E SETEIBT IVSHO'ST HIPIV'EC 1ECIVIT SLPI9'6l 6LS8LBI
98€10°G8T  89SE9ELI  9S0E6°SO1  SLITO96  +0890'L8  ST6L6SL €OELI'IL GOSLOSY O9LII'6S 90GEL'ES L9888y +800SHY OLVYSOF OLEL6'9E €TOSLEE TIOVS0E 8STITST LEOVS'ST 1SL69°€C 6SI9LTT LOTIOOT +HOEH'ST 0L69°LI
0TTLY'8IT  SS8OI'8El  €ITHYL8  1T0S8'6L  106E6TL S889°99 €0STO09 LPLILSS SE086°0S €LILOGY STESLTH S6681°6€ €L6VO'SE OFE00EE STHTEOE SO888LT €STLI'ST 6VLS9'ET €SVT8IT 889SI0T 6T6€9'81 98LSTLL €TrI99I
1€98C°L91  ¥8989°601  1ISEOTL  8909T'99  LTS9609  €IOII19S IS6S9'IS 1HOSSLY IHTh8'Ey OVLIVOP IL6LTLE 9ESOVHE SKTLLIIE T609E'6T TITSILT TOGTI'ST L6SLT'ET 9SSLSTIT 6SETOVT 1686581 THEGTLI 0696091 SSIES'SI
SSTIOLT  Ly66'98  T6SOI'6S  160V8°PS  TOBIS0S  LITOI'LY 661L9°Ch 1LHOSOF LOISSLE ILTS8WE 09T6ETE TOHOO0E 86VL6LT 616100C TOVITHT 6VOSSTC LOSIOTIT €9865°61 1616281 TLIB0LL VOEL6'ST TWLVOYL €THVYI
VOSTOL6  8S6SL'S9  0996V'Sy  IMPYTSy  998ITTH  66€0V'6E 0TIBLE TOISEHE S9880TE OLKB6'6C 11620°ST +911T9T 1LTTSHT 8EES6TT OESOYIT ¥90VI0T ¥IT8S'8I S6TILLI +89T991 6LLIOSI €€089] €E608°CT YTLOEE]
S69TEYL  99LOTYS  0SO8S'6E  TTOSI'LE  LOIE6VE  €6£C8TE LIOSBOE L91006C SLOLTLT 810S9°GT CISCIVT GISILTC STHBEIT TLOVIOC €ILLO6BI SYBSSLI 1669891 €ILI6ST 18STO'ST €0T6IYI 60TIVEl 0ST89TI 9SSEETI
SESOV'9S  €199STY  TWOSITE  SSEOV'0E  VISSL'ST  ¥6661°L 06CEL'ST STGYEVT TSYO'EC TEPISTIC 8SKSO0T €vI9S'6l LIIESSI 6T09SLI 6¥SYO'91 09€8LST +OIL6HT 6L90TH] SE98Y'El 08LOSTI TL8IITI €899S°T1 LIGLTTI
05619y 06CST'EE  898S6'ST  9880LYC  I€1TSEC  11€6€TT LYITEIT TLEOEOT OELEC6] SLOIY'8I YL8YS'LI 10TTL9L TWLEG'ST €6T61ST 9S98yF1 SHOIS'El 6L081°Cl 68LLSTI 11900CI 88E9VI1 TLOV6OL 1TT9H0L €08TT0I
00S10TE  TET08'ST  0686L0T  I¥ET6'6l  S8S80°61  ILK8T8I  ISSIS'LI +8S8LOT SES80°9T ILSIV'ST 99SLLYT LO6EITHI 8rOLS'El POITO'El 9SLSYTI 66LLO6TT TEI6HTI 9S9TOTI 08T8SOI T16SI01 €9¥SL'6  €589€%6  TIT8I'6
69LSS'ET  98I¥8'6l  8066V9l  €0T06'ST  OOLTE'ST  STELLYI 600V T8ITLEl 9LTETEl 9TLSLTI 6966TCI €r6SST1 68SEFIL LPBTO'TI €99€9°01 086STOl L¥L68'6  116¥S'6  €TVIT6  vEC68'8  L6T8S'S  L9S8T8  IvIVIS
VRT8SLL  6VELOST  06S16TI  1L2eSTl  TSIPITL  T0CLLTL LSEIYTT 08990°TT 6HOEL0T 9950v01 1068001 LTESLG  LILSY'6  €400C'6  08TT68  TOVSIS  ¥8E6ES 10TV  6TS68L 9WC99L STWEWL ¥SEITL  83S0I'L
€09SLTL  6L8STIL  TO6T66  S6T896  LOIVK'6  S890T6  8VLL6S  PLESLY  TSSES®  ILTTER  6ISIIY  98TI6L I9SILL CEETSL  €6SEEL  6TESIL  TESL69 161089  86T€99 14899  TISOE9  TOTSI9  0SSLO9
0IEk0'6  €0L0T8  OOIVW'L  0996TL  ITWSIL  OVWIOL  ¥ILL89  8E€chL9 010190  LTO8Y9  S8TSE9  08LZC9  OISOI9  IL86'S (09998°C  VLOSL'S  60LE9S  €9STSS  TEIIW'S  vI6OES  +OMOTS  10I0IS  STOSO'S
00L819  €9S9L'S  0089E'S  9TI6TS  €¥SITS  ISOVI'S 0S990  8Ee66t vIITOY O08618% €LoLLY  €L6OLY 0019V  €IELSY  1190SY  voosyy  TOpLEY  €10IEY  9vVTy  €9€81%  I9ICIy  0v090% 0100
00066°€  OSTIS'C  000K9°€  OI909°C  OFTLSE  068ES'E  09S0S°E  OSTLK'E  096E€  0690V'E  OWPLEE  OITHE'S  O000IE'EC  OISLTE  OFIMT’E  06VIT'E  09€81°C  0STSIE  09ITIE  06060°€  OY090C  010£0°E  TOSIO'E
0000€T  000STT  0000CT  00061C 00081 ~ 00OLIT 00091T 000SIT 000VIT 000SIT 000TIC 000IIC 0000IC 00060C 00080°C 000L0CT 00090CT 000SOT 000KOT 0000 0000C  000I0CT  00SO0T
000007 00000T  00000T  00000T 00000 ~ 00000T  00000T 00000  00000T  00000T  00000T 00000T  00000T  00000T 00000  00000T  00000T  00000T 00000T  00000T  00000T  00000T 00000
%0€ %S¢ %0C %61 %81 YLl %9k %S %L %EL Y%Cl Yobb %01 %6 %8 YL %9 %S %P %€ %e %l %S0
© : E_m
g -+ 1)
g
2
S ¢ BIeqEL

86



SN &Y

22 ]

©o N~
- -

- N T WO
- T - v

(=]
-

- N M T 1D O~ 0O

87

8
®
g
A

nMa $5000°0 611000 $5200°0 L6200°0 SPE000  T0K00'0  L9Y000  €4S000  0£900°0  1€L000 98000 646000 OEIT00  TOSIO0  86¥I00  6ILIO0 896100 LFCT00  6SSTO0  SO6T00  L8TEO'0  LOLEOD  TE6E00

L0000 81000 L0000 $5€00°0 60000  TLH00'0  SPS000 879000 €200°0  TER000 956000  L60I00  LSTIOD  8EPIO0  THIIO0  1L810°0  8TIT00  +IFTO0  1€L200  180€0°0  L9FE0'0 68800  €I1H00

60000 981000 69000 €000 G87000  SSS00'0  SE900°0  LTLO00  0£800°0  8¥6000  I8010°0  I€CI00  I0FIO0  06SI00  €08100 I#0T0'0 SOEC00  L6STO0  0T6Z00  SLTEOD  €99€0°0 980400  I1€400

721000 €€200°0 000 505000 SLS00°0 €69000 THLO0'0  THR000  $S6000  18010°0 #TTI00  +BEI00  T9SIO0  T9LIO0  €8610°0 6CTC00  00STO'0 008700  STILOD  L8FEO'0  8L8€00  €0EHO0  STSHOO

651000 62000 9€500°0 $09000 789000  69/00°0 98000 96000 660100 SETIO0  88EI00  8SSIOD  9VLIOD  SS6I00  S8ITO0  6£4C00  8ILTO0  FTOLO0  8SEE00  CTLEOD  9IIHO0  TSHO0  L9LH00

LOZ00°0 99€00°0 919000 $2L00°0 018000  L0600°0 #1000 +EIT00 99100  €I¥I00  9LSI0'0  9SLIO0  SS6I00  €LIT00  €I¥00  SL9T0'0 796200  SLTEO'D  +I9E0°0  186€00  8LEHO'0  SO8K00  0£0SO0

692000 657000 182000 898000 96000 1L010°0 881100 6IEI0'0  T9¥I00  0Z9100 H6LI00  +86100 €6120°0 ITH200  0L9200 IH620°0  9€CE00  SSSE00 668600  ILTHOO  OL940°0  860S0°0  €2€S0°0

15€00°0 9L500°0 ¥h600°0 0100 6V1100  99TI0°0  S6ET00  LESIO0  TO69100 198100 940200  LKTZO0  99HC00  SOLZO0  €96200  €4TE0'0  #PSE00  0L8E0'0  0TTHO0  S6SH00  L66VO'0  9THSO0  1S9S0°0

851000 ¥2L00°0 #1100 752100 ILEI0'0  00SI00  I¥9100  S6LI00  T96100  €FIT0'0  6£€C0°0  TSSTO0  T8LTO0  0L0L00  86CEO'0  98SE00  S68€00  LTTHO0 T80 1964010  S9ES00  +6LS00 610900

865000 216000 88€10°0 60S10°0 09100  TBLIOD 96100 TOITO0  18C200 #L¥C00  T8920'0  LO6Z00  LYILO'D  90KEO0  €39€00  6L6€0°0  96TH00  +EO0  +66100  LLESOD  €8LS0°0  TIT900  9€490°0

78L00°0 0S110°0 689100 €2810°0 896100  €2I0°0 06200  69¥20°0 199200  L98200  L80E0'0  €CEE00  SLSEO'0  €48€00 OCIHO0  PEHHOO  8SLKOO  TOISO'0  L9¥SO0  €5850°0 097900 069900 16900

$2010°0 ¥SP10°0 790200 012200 69€200  8€ST0°'0  8ILZ00 116200 9ITE00  SEEEOD  89SE0'0  SISE00  SLOKOD  LSEHO0  TSHO0  S96K0°0  962S00 949500 +1090°0  €0¥900  TISY0'0  1+TL00  +9VLO0

SHE100 S¥810°0 925200 069200 €9820°0  LP0L0'0  THTE00  8HFE00  L99€0°0  668£00  FRIHO0 €000 9L9K00  S96H00  0LTSO0  06SSO'0  8T6SO0  €8T900  SS9900  9HOLO0  9SHLOTD  S88LO0  LOIS00

€LLTIOO 6€20°0 011€0°0 682€0°0 8Lb€00  9/9€0°0  988€0°0 LOIFO0  6£EH00  #8SHO0  THSHO'0  TITSO0  96£S0°0  S69S0°0 800900  9£€90°0 69900  6£0L0°0  STHLO0  S08L00 81700  SHI800  99880°0

9€200 L00€0°0 75800 L0V00 IS0 9900 069700 STEHO'0  TLISO0  62FSO'0 869500  086S0°0  SLT00  TBS900  €0690°0  8ETLO0  L8SLOD  0S6L0'0  6TE800  €TL80°0  €€1600 855600 LLLEODO

$21€0°0 9/8£0°0 808400 610500 6€2500  69¥S0°0  80LSO0  LS6SO0  LITY00  L8Y900  89.90°0 090L00 +9EL0'0  089L0°0 800800 6¥€30°0 TOL800  69060°0  6FH600  €48600  TSTOI'0  HL9010 168010

61400 0r050°0 19090°0 682900 $S90°0 694900  TCOLOD  S8TLO'0  LSSLOD  6€8L0°0  OSI800  TEMROD  #L80'0  £90600 10V600  LvL600 +OIOI0  TLYOI'0  €S8010 9FTIT0  IS9II'0 69010  €8CCI0

L8950°0 #£€990°0 TLLOO 686L0°0 9¢780°0 S6P80°0  T19/80°0 90600  61€600  11960°0  TI6600 TTZOI'0  IHSOI'0  69801°0  LOTIT'O  SSSTI'0  +IGIT0  T8TTI'0  199Z1°0  ISOSI'0  ISKEI0  €98¢€1°0  €L0VI0

6€8L0°0 788800 1L001°0 LTEO1°0 16501°0 19801°0  6SIT1°0  HThI10  9ILIT'0 SIOTI0  €TECI'0  8E9TI0  196T1°0 TOTEI'0  TE9EI0  0S6EI'0  9EEHI0  COLVI'D  9L0SI'0  09FSI0  €S8SI'0  SSTOI'0 09910

850110 G8I1TI°0 8EHET0 SOLET0 8L6ET0  9STHI0  THSHI'0  TE8PI0  8TISTO  IEHSI0  THLST0  LSO9T'0  08€91°0  60L91°0 SMOLIO  68EL1'0  OVLLIO  L60SI'0  €9¥81°0  SE88I0  9IT6I'0  #09610 108610

€9191°0 PELLO 629810 668810 PLIGI'0  €SK6I°0  8EL6I0  LTOOTO OTEOTO 61900 €T60T0 €€CITO  LPSITO L98IC0 TOITTO  €ISTCO  6S8CC0  10TETO0  6¥SECO  €06EC0  T9THCO  8TOKC0O  €I8KC0

£9052°0 0€292°0 SLYLTO 1€LLTO TO6LTO  LSTT0  9TS8T0  86L8TO  €L06T0  TSE6TO  SE€96T0 176620 112060 SOSOE0  €080€0  SOTIE'0  TIVIE0 ITLIE'D SEOTED  €SETE0  SL9TED  TOOEED  LIIEED

8LYEH 0 Y0 SSPSH0 79950 TSSO €809%°0  9629K°0  TISOYO  6TL9FO  8K69Y0  OLILKO  €6ELF0  619LY0  L¥8LFO  LLOSYD  60E8F0  tHS8Y0  08L8%°0  0T06F0  19T6Y0  SOS6Y0  ISL6Y0  SL86HO

00000°T 00000°T 00000°T 00000°T 000007 000007 00000°T 00000 00000T 00000'T  00000T  00000'T  00000T  00000T  00000'T  00000T  00000'T  00000T  00000'T 00000'T  00000T  00000T 00000

%0¢€ %SC %02 %61 %8l %LL %91 %S %L %EL %<l %L1 %01 %6 %8 %L %9 %S %Y %E %<C %L %S0

L-n0+1)] 'Y
_ =1

b B[oqe]

Prof. José dos Santos Moreira




61LTE'E T1186°C OILE6Y €TTYI'S SO0SK'S 6VIVL'S €9TLO9 LLEEY'O VISES'9 88T8T'L TEVSLL VISKE'S YLV86'S 1990L°6 9L8TSOL €E€69F 11 9€0SSTI ¥I86L'ET 969KT'ST ¥SSE6'9T €6€16'81 6EEVT 1T L8TIS'TT
SESTE'S 6£9L6°C €SYTO6'Y S8991°S TITEY'S OVETL'S STPPO'9 ¥886€9 90T6L'9 996TT'L EYSIL'L €v99T'8 TTESY'S 170856 90ILE'0l 61TLT'TI 8EEOETI LS8SYEl ¥89S8‘VI 19€¥P 91 0TTO6T'8T T8SSHOT 89SL9IT
96TTE'S 6V0L6'E €V606F SS8YI'S 0660%'S LE969°S E€ETI09 998SE°9 Y6TYL'O 1S691°L SIVYOL PLSLIS YSILL'S €¥Tyy'6 ¥L00TOL ¥TI90°TT SSIFOTI 00€9I°El TIISHHI TE9E6'ST SO8SO°LL 8E099°61 90VSLOT
¥861€°C 11€96°C TEI68'Y LLITIS 89€8E'S 9LYI9'S ¥IELG'S 9IVTIE'9 969899 SSIOI'L 00T9S'L LOSLOS 698¥9°8 ¥TTO6T'6 08910°01 €SSE80T SOVIL'TT SI1T8TI 916T0FI TOSIF'ST 1TITOLL 8695881 86L88°61

6LSIE'E 88ES6'C 8S698F 98001°S SLTSE'S LLLTI'S ¥88T6S €€6ST9 €1€79°9 SLYTO'L vre9v'L €€€96°L 9SEIS'S SS8TI'6  SISISG 10v6S0I TOOE9Y 1T 1TTOFTI €C06SET LYLLSYT E€VISE9T SSSHO'8T ThLS6'S]
€S01€°C SETY6'S 0SEP8Y €00LO°S ¥TIIE'S 6VY8S'S 9VLL8'S €T861°9 LEOSS'9 LO6LE6D 8LSIE'L 6T6ES'L TOEYIE'S 110S6°8 09€09°6 09SECOT TISSITT TESSOTI ¥6ECI'El 0SETEYT 9¥8LI'ST 109TT'LI 9€TS0'ST
69€0€°C Y6LT6'E 61TI8Y €ECE0'S 9IELT'S SSEES'S S8LIBS L6LTI'O THLIV'O 166€8°9 L96VT'L TITOLL 1+10T'8 €9SSL'S 68ILE'G 606S0°01 09LT801 6S689°T1 0€6S9TI ISESL'ET €0T66F1 LT86E9T LLTLI'LI
0876T°C €6606°C €IVLL'Y 99686 €ETTT'S 19VLY'S OL8YL'S 9ILVO'9 98TLE9 606TL9 €9611°L 6L8YSL SSITO'S €9EVS8 ¥9ITI'6  TTEIL'6 9TLLYOL LOVLT'IL L9SOTTI TI99I'El LSI6THI STTIS'ST €98ST9I
VTEST'E 1VL8S'E 9S6TLY OLLEGT SETII'S 6TSOV'S 0S899°C €THS6'S 90S9T9 88€09°9 66€L6°9 9T6LE'L 1LETEL 9STIE'S LEISS'S  S99pY'6 06SO1°0T LLLESOL OSTSO'TT OT19STI TLLLS'ET L8LILYT €66€E°ST

1289T°C 9T6S8°C LYSLI'Y 98SL8Y 8S160°S 61¥TE'S 9IPSLS'S LELYS'S LITPIO 8ETIP'9 980189 L806I°L 80909°L 69090°S 876SS'8  16L01°6  STTIL'G 996LE°01 6€8TT1°TT ¥6LEG'TT 9T6YSTI SOS98El T991¥'v1
L98YT'E 80VT8E LSOI9Y 8TTOSY 90800°S 0€6TT'S €SLOV'S SYYTL'S LOTOO'9 6VTOE9 LISTI9 L8IS69 6999€°L SI98L'L VTYYT'S LYSPLS 86¥6T'6 98686 TIEL9SOT LO96GTTI STIOITI OLEOO'ET I1L8SHEl
8TETT'E 0108L'C 89TESY ILVILY 156067 8T8II'S €CTYE'S SIE8S'S 9ETP8'S I18ITI'9 SSETY'9 L8GYL'O 9EEOI'L 0698F'L 8LEO6'L SILSE'S 89TS8'8 LSE6EG S9S866 96¥E€9°01 LESYETI YLEEITI S19SSTI
9Z061°C TISTL'E TTOEYY 0SOI9Y TTEOL'Y 6€886°v I1L61S TIOTH'S 6T099°S SILI6'S LEV6I9 9€T6V9 69€18°9 €L091°L S09ESL 69TH6'L +8ESE'S  STEIR'S  LOSBE'6 00VS6'6 YESLSOT 80SSTII €6819°11
PELVI'E 0F9S9°C 90LTE'Y 0S9SY'y 109S9V 1v9€8y ¥98T0°S 1LEET'S €LISY'S 16989°S OLLEG'S TSY0T9 90S6V'9 61S089 968€I°L  LIS6Y'L L89ISS'L 1¥90€8  8YOIL'S TITST'6  S898L'6  €9LIEOI €0LLIOI

PS160°C 0SOLS'E LVTO61Y €68EEY 60v6y'y 09859y €TEE8Y LL8IOS TIOIT'S ¥T9TH'S TTOSY'S €T688S LSYPI9 99LIF'9  800IL9  SSETOL 6009€°L €LITLL 06011°8 0TOESS 6ST86'8  O0EILV'6  1VOEL'G
00610°€ €1€9¥°C L60E0Y €€€91V TOLOCY LSOSY'y ¥S909°Y SSILL'Y LEOV6Y 991€1°S STRTE'S SOLES'S TO6SL'S STS66'S 689¥T9  €TSIS9 69108°9 TSLOIL €ESEV'L T198L°L +TTII'S  T099S'8  906LL'S
OLYT6'T 168TE'C 9ILESE LEVS6'E LSLLOY 9ILOTY 6SEVEY TELSY'V 988€9'Y LLS6L'Y VILI6Y TIOWI'S €6VEE'S TSVES'S PI9VL'S  OEIL6'S 6L60TO 1TEIY'9  YLTEL'9 69610°L 8YSTE'L 89ISHL  96TTS'L
11208C v1191°C 6S¥09°C 0LSOL'E €STIS'C 8ETT6H'E LS8EOY THOII'Y 0€88TY 19TTH'Y 9LEISY OTTILY T898‘y S6TEO'S LEIOT'S 6T6SES SETYS'S LEISL'S  SOTO09 8TOET'9 661LV9  618STL'9  LOTIS'9
SLTY9'T TYIS6T 1SSTEEC 8LOOV'E 09L6V'E S168S°€ VLVSIE 8KP8L'C LI888°C SSL66°€ IVIIIY YSOLTY 9TSSE'Y TOS8Y'y 88TTOV  ¥S9IL'Y TELI6 69SLO'S ¥ITYT'S 6ILIF'S €VINOS 8PS6L'S  8€968°S
LSSEV'T 8T689°T 19066°CT €9LS0°C LILTI'E SE€661°C 6TVLT'C 91TSE'E 80EEH'E €TLIS'E 8LVO9'E 06S69°C 6L06L°C S9688°C 1LT66°C 0TO01Y 9€TITY 8Y6TEY T8ISY'Y ILOLS'Y OVEILY E€VES8Yy  L8ST6Y
YT991°C 0919€T €L88ST 6S8E9T 90069°T YTEVL'T SIS6LT S6VS8T ILEI6T LYYLO6T SELEO'E SYTOI'E L8691°C TLOET'E €ITIEE ITLSE'C TISOP'E  S6SPSE 066T9°C OILILE €LLOS'E  L6I06E  0SOS6°C
119187 00ZS6°T $¥901°T TOE6E1T LTVLI'T 8S60TT 6SSYTT €TE8TT €91TET SII9ET €810VT ILEVPT S898Y'T 6TIEST OILLS'T TEYTOT 10€L9°T STETLT 6OSLL'T 198T8°T 88E€88T  660v6°T  STOLO'T
S609€T 000V 1 SLLTST 0SOVS'T +9S9ST 1TSSST €TSO9T 1LST'T 999¥9°T 018991 S0069°T TSTILT ¥SSEL'T T16SL'T 9TESLT  TO808'T 6EEEST I¥6SS'T 609881 LYEI6'T 9SIV6T  OFOL6'T 015861
€269L°0 000080 €£€£€8°0 ¥EOVS'0 9VLP80 OLPSS'0 LOTIS'0 LS698°0 6ILLS0 96¥88°0 98T680 060060 606060 E€VLI6D €6ST60  8SYE6D OVEP6'0 8ETS6'0 ¥S196°0 L8OL6'0 6£086°0 010660 T0S66°0
%0¢€ %S¢ %02 %61 %81 %L1 %91 %S %L %EL %CL %L %01 %6 %8 %L %9 %S %¥ %€ %2 %l %S0

Mo=A_+‘Hv |~E“
I-u(+1)

S v[oqeL

Matematica

Prof. José dos Santos Moreira

o 2

~ N M < 0O O N~ ©

88




Matematica

SS00E'0 611ST0 SSTOT'O L6TOHI'0 SYESI'D TOPLI'O LOYITI0 €HSSI'0 0L9VI‘0 IELET'0 9¥8TI'0 6L611°0 OEITI0 TOEOI'0 86¥60°0 61L80°0 896L0°0 LFTLOD 6SS90°0  SO6S0°0 L8TSO0  LOLYO'O  TEVFOO
TLOOE'0 8PISTO0 LOCOT'O ¥SE610 60V81°0 TLYLI'O SPSII'0 8TISI'0 €TLYI0 TESEI'0 9S6TI'0 L60OTI0 LSTIT'O 8EVOI'0 TH960°0 1.880°0 STIBO'0 ¥IVLO'0 1€L90°0 18090°0 L9VSO'0 68840°0  €19¥0°0
Y600€°0 981ST'0 69€0T°0 €TYO1'0 SSYSI'0 SSSLI'O SE991°0 LTLSIO 0E8PI‘0 8F6EI°0 180EI°0 I€TTI'0 10VII0 06S01°0  €0860°0 140600 SOE80°0 L6SLOD 0T690°0 SLTIO0  €99S0°0 980500  118%0°0
TTIOE'0 €€TST'O ¥PPOT'0 SOS61°0 SLSBI0 €S9LI0 THLIT'O THESI'0 ¥S6¥I‘0 180V1I°0 ¥TTEI'0 +8ETI0 T9STI'0 TILOI'0 €8660°0 6TTEO0 00S80°0 008L00 STILO0 L8F90°0 8L8SO0  €0€£S0°0  8TOSO0

6S10€°0 TOTST'O 9€S0T0 S0961°0 TSISI0 69LLI0 L9SIT0 9L6SI0 660S1°0 SETYI'0 88EEI'0 8SSTI'0 9VLIT0 SS601°0 S8IOI'0  6£¥60°0 8IL80°0 HTOSO'0 8SELO'0 TTLIO'O 91190°0 THSSO0  L9TSO0
LOTOE'0 99€ST°0 9¥90T'0 +TL6I0 018810 LO6LI'0 ¥IOLI0 HEIII'0 99TST0 €IHPI‘0 9LSEI'0 9SLTI0 SS6IT'0 €LITI'0 €IFOI'0  SL9600 T9680°0 SLTSO'D HI9L0°0 18690°0 8LEYO0 SOSSO'0  0ESSO0
69T0€°0 6S¥ST'0 18L0T°0 89861°0 ¥9681°0 1L08I0 S8ILI'0 61€91°0 TOVSI'0 0TIVI0 +6LEI'D ¥86TI0 €61TI0 ITHII0 0L90I'0 [¥660°0 9ET600 SSSSO0  668L0°0 1LTLO0 0L990°0 860900  €T8S0°0
ISE0E'0 9LSST'O ¥¥60T°0 1+00T0 6¥I61°0 997810 S6ELI0 LESIT'O TEISTI0 198YI°0 9¥OPI'0 LYTEI'0 99KTI'0 SOLIT'O €9601°0 €¥TOI'0 ¥¥S60°0 0L880°0 0TT80'0 S6SLO°0  L6690°0 9THI0'0  1S190°0
8SYOE'0 YTLST'O PYIIT0 TSTOT'O ILEGID 00S8I°0 I¥ILI0 S6L910 TI6SI0 E€FISI0 6EEVI0 TSSEI'0 TLTID 0EOTI0 86TII'0  98S0I0 S6860°0 LTTOEO'0 T8S80'0 196L0°0 S9ELO'0  ¥6L90°0 615900

86S0€0 TI6ST'O 88EIT0 60S0T0 0¥961°0 TSLSI'0 9E6LI0 CTOILI'O 18TIT0 PLPSI'O TSIYI'0 LOGEI0 LVIEI'O 90VCI'0 €8911°0 6L601°0 967010 +€960°0 #6680°0 LLESO'D €8LLO0 TITLOO  9£690°0
TSLOE'0 0S19T'0 6891T°0 €T80T0 89661°0 €TI6I0 06T81°0 69PLI0 19991°0 L98SI0 L8OSI'0 €TEPI'0 SLSEI0 €H8TI0 OEITI'O  PEPII'0 8SLOI'O TOIOI'0 L9600 €S880°0 09T80°0 069L0°0  +I1¥L0O0
YTOIE0 ¥SPIT0 T90TT'O 0ITITO 69€0T°0 8ES610 SIL8I0 TT6LI0 9ITLI'0 SEEII'0 89SSI'0 SISPI0 SLOVI'O LSEEI'0 TSITI'O S9611°0 96TII°0 9¥901°0 HI00I°0 €0¥60°0 TI8S00 1¥Z80°0  +96L0°0
SPEIE'0 SY89T0 9TSTT'O 0691T°0 €980T°0 LPOOTO 14T61°0 8KP8I0 LI9LI'0 668910 ¥HIOI'0 €OVSI0 9LIVI'0 SI6E1°0 OLTEID  06STI0 8TOEIT'0  €8TII0  SS9OI'0 9¥00I'0 9S¥60'0  S8880°0 L0980
ELLIE0 6VELT'O O11€T0 68TTT0 8LYIT'O 9L90T°0 98861°0 LOT6I'0 6EE€81°0 ¥8SLI'0 THII0 CTIT9I'0 96EST0 S69VI0 800KI'0 9LEEI0 6L9TI'0 6E0TI0 SIVII'0 8080I°0 8ITOI0  SF960°0  99£60°0

9FETED LOOST'O TSSET0 LPOET'O 1STTTO 99¥1T0 0690T°0 STOOI0 ILI6I0 6TH81°0 869L1°0 086910 SLTII0 TSSSI0 €06¥10 SETHI'0 L8SEI'0 0S6TI'0  6TECI'0 €TLIT'O €EITI'0  8SSOI0  LLTOI'O
YTIEE'0 9L88T°0 808YT'0 610VT0 6ETECO 69¥TT0 8OLITO LS60T'0 LITOTO L8F61°0 89LSI0 09081°0 F9ELI0 089910 800910 6VESI'0 TOLYI'O 690¥1°0 6VPEI'0  €¥8TI0 TSTTI'0 HLITI'0  16€11°0
TOIYE'D OPOOE'0 1909T°0 68TSTO YTSHT'O 69LET'O TTOET'O $8TTT'O LSSITO 6€80T0 OSI0T0 TEV6I'0 ¥PLSI0 L90SI0 [OVLI'0  LPL9IO +OI91°0 TLYSI0 €S8YI'0 9vThI'0 1S9EI'0  690€1°0  €8LTI0
L89SE0 YEIIE'D TYLLT'O S869T0 9€TITO S6YST'O T19LYT'0 9€0¥T'0 61€E€T0 11970 TI6ITO TTTITO 1¥SOT'O 698610 LOT6I'0  SSSSI'0 HI6LI0 TSTLI'D 19991°0 1S091°0 ISYSI'0 €98VI'0  €LSYI0
6€8LE°D TSSEE'0 1L00E0 LTE6T'O 16S8TO 198LT°0 6EILT0 ¥TPIT'O 9ILST'O SIOSTO €TEYTO SE9ET0 196TT0 T6TTTO TEIITO  0860T0 9EE0TO TOL6I'0 9LO6I'0 09¥SI0  €SS8LI'0  SSTLI'D  09691°0

85010 SSILE'D SEPEC'D SOLTED SLO6ICO 9STIE0 1¥SOE’0 TES6T'0 8TI6TO 1EH8TO THLLT'O LSOLT'O 08€9T'0 60LST'O 9¥0ST'O 68EKT0 OVLECO L60STO €9¥TT'O SEVITO 9ITITO #090T0  10€0T°0
€919Y°0 YPETY'0 6TISED 668LED YLILE'D €SHIE0 SELSED LTOSE'D OTEVE'D 619€E0 €T6TE0 €ETTED LPSIE0 LISOE'0 TOIOE0 €TS6T'0 6SS8T0  10T8TO  6YSLT'O €069CT°0 TITITO  8TISTO  €1€ST0
€90SS°0 0STIS'O SLVLY'0 TEL9F'0 TO66SY0 LSTSK'O 9TSHY'0 86LEV0 €LOSKO TSETHO SE9TH0 1TE0F'0 T1TOV0 SOS6E0 €088E0  SOISED TIVLED 1TLIED SE09€0 €SESE'0  SLOVED  TOOKED  L99EED
8LYEL'D YPY69°0 SSPSI0 TI9H90 TLYEYD €80€9°0 96TTY0 TISIO0 6TLO90 8F665°0 OLI6SO €6£8S0 619LS0 LF8ISO LLO9STO  60ESSO vYSYS'O  08LESTD 0OTOES'O 19TTS0 SOSIS'O  ISLOSO  SLEOS'O
0000€°T 000SZTT 0000T'T 000611 0008I°T 000LIT 00091°T 000SI‘T 000FI‘T 000EI‘T 000ZIT 000TIT 0000I‘T 00060°T 00080°T 000LOT 00090°T 000SOT 000%0°T 000SO‘T 000ZOT 00010°T  00S00°T
%0¢€ %S¢ %02 %61 %81 %L1 %91 %S %L %EL %2l %lL %01 %6 %8 %L %9 %S %¥ %€ %2 %l %S0

- m_mn
[-u(1+1) __® L] BRqE],

(T4 T) 1 I

9 B[oqEL

89

o 2

- N M T 1D O N~ ®©

Prof. José dos Santos Moreira




Matematica

Anotacoes:

90

Prof. José dos Santos Moreira




